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Resumo

Percorre-se o 4—espago vetorial real usando algumas ferramentas novas ou pouco
conhecidas pelos fisicos, tais como o simbolo co™ e um modelo 3—-dimensional para
os subespagos. Privilegia-se uma diregao e se cria um cédigo de cores para os vetores,
facilitando a percepcao dos subespagos bi— e tri-dimensionais. Constroi-se tabelas
pormenorizadas de pertinéncias e normalidades entre todos os subespacos.

Palavras-chave: espacotempo, subespacos, cones de luz.

The real vector 4—space is visited using some tools, new or little known by
physicists, such as the symbol oo™ and a 3-dimensional model for the subspaces.
A direction is priviledged, allowing a color code for the vectors and easy perception
of subspaces with 2 and 3 dimensions. Detailed tables of inclusions and normalities
among all subspaces are displayed.

Key words: spacetime, subspaces, light cones.

1 Introducao

Navegaremos pelo quadriespaco vetorial real R*. Ele, seus subespacos, e seus cones
de luz sao importantes para as relatividades especial e geral. Ao que saibamos, alguns
tépicos desta exposigdo sdo novos na literatura: o simbolo oo™ (Segdo 4), um prético
modelo tridimensional para os subespagos (Segao 7), e tabelas detalhadas de pertinéncias
e normalidades entre subespacos (Segoes 8 e 9).

2 Angulo entre quadrivetores

Para o R*, escolhemos uma base {{; Z, ¢, 2}, na qual um vetor @ terd componentes
a:= [ag; a1, as, az]. Definimos o produto escalar entre dois vetores, e o0 médulo de um
vetor, como

a-b:= a0b0+a1b1+agbg+a3b3, |EL| =vVa-a. (].)

O angulo ¢ entre os vetores a e b é obtido de
a-b=|a||b| cosp, 0°<p<180°% (2)

diremos que a e b sdo (mutuamente) normais se @ - b= 0, e diremos que a ¢ unitario se
|a| = 1; em particular, os quatro vetores base sdo normais e unitérios.

Chamaremos direcao a, a reta nao-orientada que contenha o vetor a. A direcao t
serd privilegiada, e denominada temporal. As direcoes que formem com ¢ angulo
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n < 45°, ou = 45° ou > 45°, serao ditas tipo tempo 7, ou tipo luz A, ou tipo espaco o,
respectivamente.

Correspondentemente, teremos vetores tipo tempo 7, ou luz A ou espaco 0. Esta
classificacao é importante na cinematica relativista, onde velocidades de objetos sao
representadas por vetores 7, enquanto velocidades iguais ou maiores que c¢ sao
representadas por vetores A e 0 , respectivamente.

Com frequéncia usaremos a decomp051gao a = lap; a], e definimos

—

EL’Z;: a1b1 —I—a2b2+a363, |c?| = a -

QU

(3)

Definimos também um indice, temporalidade —1 < T < 1, de um dado vetor a:
_ Jaol —la|

= — . 4
PAENH )

Vetores e diregoes {7, A, 0} tém T {positivo, zero, negativo}, respectivamente; em particu-
lar, a diregdo ¢ tem a méxima temporalidade, 1. Note que (4) é invariante sob rotagoes
dos eixos {z,y, z}.

A normalidade entre vetores tipo luz pode nos surpreender Com efeito, sejam
A = k[l )\1] e )\2 = ko[l /\2] os dois vetores, com |)\1| = \)\2\ = 1. Ora, A\ =0
1mphca 1+ )\1 /\2 =0, portanto Z(/\l, /\2) = 180°. Concluimos que, se )\1 for normal a
):2, suas partes espaciais k:l)\l e k’g)\g serao paralelas ou antiparalelas.

Somente diregdes o podem ser normais a uma 7. [Com efeito, mediante apropriada
rotagao dos eixos {z,y,z} toda diregdo 7 pode ter forma 7 := [cosn; sinn; 0, 0] com
0° < n < 45°; uma diregao ¢ := [a; b, ¢, d] serd normal a 7 se a cosn+bsinn = 0, portanto
0 = [~btanmn; b,c,d], que é tipo espago.] De modo semelhante se mostra que somente
direcoes A e o podem ser normais a uma A, e que direcoes de quaisquer tipos podem
ser normais a uma o.

E f4cil perceber que todo vetor pode ser decomposto em diferentes somas de dois
outros vetores, de quaisquer tipos, iguais ou diferentes. Mas temos uma provavel surpresa
para voce: em decomposicoes )\3 = A\ + Ao , 08 tres vetores tipo luz sao necessariamente
colineares. [Com efeito, seJam )\1 =k [1; )\1] e Ny 1= ka[1; )\2] com |)\1| =1le |)\2| = 1.
Entdo A\ = [k1 + kg, ko + kz)\z] que por ser tipo luz 1mphca (ki +ko)? = |k1)\1 + kg)\2| ,
ou seja, 1 = )\1 )\2, portanto )\1 = )\2, implicando >\1 e )\2 serem colineares, no que )\3 0S
acompanhara. |

3 Colorindo as direcoes

Para facilitar a visualizacdo dos subespacos do R*, vamos colorir suas direcdes como num
arco-fris. A direcao t (7' = 1) serd azul, as A (T = 0) serdo amarelas, e as intermedidrias
T serao verdes com tonalidades variando do azul ao amarelo. Completando, as direcoes o
terao cor laranja, com nuances entre amarelo e vermelho (7' = —1). Veja a Figura 1.

4 O simbolo oco”

O espaco R* contém uma infinidade de vetores, cada um sendo especificado por 4 parame-
tros com variacao continua. Entao, loosely speaking, diremos que R* contém oo* vetores.
Embora esta nomenclatura seja matematicamente nonsense, ela se revelara muito pratica,
e sera fartamente usada neste texto. Para ajudar vocé a se acostumar com ela, assertamos
que o R* contém oo? direcoes 7, e 0o? direcoes A, e co® direcoes o.
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Figura 1: Diregoes no R*, estendendo-se até o infinito radial. Note que T' = tan(45° — 7).

A propésito, talvez vocé ja se tenha perguntado se no R* existem mais vetores 7
que 7, ou o contrario; bem, uns calculos de volumes quadridimensonais indicam que hé
mais dire¢oes o que 7, na razao (7 + 2)/(m —2) = 9/2.

5 Os subespacos R?

Constroi-se um subespaco bidimensional R? selecionando 2 vetores nao-colineares do R4,
a e b, e coletando os vetores aa + b, com —oo < {a, B} < co. Subespagos bidimensio-
nais se apresentam como planos passando pela origem O do R*; entdo aqui abreviamos
a longa expressao ‘subespago vetorial bidimensional real’ para plano, simplesmente.

Em todo plano (exceto naqueles com 7' = —1), a diregdo angularmente mais préxima
da direcao t é unica, e serd chamada eiro do plano. Conforme o angulo 7 entre o eixo
e t seja <, = ou > 45°, teremos plano tipo tempo 72, tipo luz A\?> ou tipo espaco o2,
respectivamente. Chamaremos 1 de dngulo do plano, e denotaremos R um plano cujo
eixo tenha temporalidade 7. Os planos R?; nao tém direcao preferencial, todas as suas
direcoes téem T = —1.

A Figura 2 expoe 5 planos paradigmaticos. Ali vocé vé que os 72 contém uma infinidade
ool de direcoes T e o, e somente 2 direcoes A. Um A\? obviamente nao contém direcoes 7 ;
ele contém 1 tnica diregdo A (seu eixo) e uma infinidade oo! de diregoes o. Completando,

um o2 contém oo! direcoes somente o.

5.1 Determinacao do tipo de um plano

Esta deducao é bem conhecida na literatura; reproduzimo-la aqui por completeza, e por
ser simples. O tipo de um plano pode ser descoberto a partir de qualquer par {a, 5}
de seus vetores, nao-colineares, bastando calcular-se a quantidade de diregoes tipo luz do
plano. Com efeito, suponha que a direcao [ag + mbo; @ + mg] seja tipo luz, portanto

obedeca .
(ag+mbg)* = |@+mb|*. (5)

Escrevamos (5) do modo Am?* + Bm + C =0, onde
A= (bo)? = b]?, B:=2(agho—a-b), C:=(ap)—|@l?, (6)

e busquemos a quantidade de diferentes solugoes reais para m naquela equacao. Essa
quantidade depende somente do sinal do discriminante A := B2 —4AC ; se A > 0, exis-
tirao 2 valores reais diferentes para m que satisfagam (5), e teremos um 72. Se porém
A = 0, haverd somente 1 solucao distinta real para m, e teremos um A\?. Finalmente, se

A < 0, nao havera solucao real para m , e ocorrerd um o2,
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n= 0°< 1y <45° - 45% M <90° h=90°
T=1 0<T<l T=0 -1<T<0 =

Figura 2: Os cinco planos paradigmaticos, estendendo-se até o infinito radial. No disco
T =1 somente 1 direcao é azul, e no disco T" = 0 somente 1 direcao é amarela; todo disco
T # —1 contém somente 1 direcao vermelha. O disco T'= —1 é inteiramente vermelho.

5.2 Determinacao do eixo de um plano

Seja o plano contendo os vetores nao-colineares [ag; @] e [bo; b]; a direcdo m do plano é
[ao + mbo; @+ mb]. (7)

O angulo 0° < w < 90° entre a direcao m e a direcao ¢ é dado por

[C-C;Cx(@xb). (10)
En passant, encontramos o valor 0° < 7 < 90° do angulo do plano:
ixb
tann = LL ; (11)
|aob — boCL |

indicando que se tem {72, A2, 02} conforme |@ x b| {<,=,>} |aoh — bod| .

5.3 Normalidade entre planos

Relembre-se que dois subespagos de um mesmo espacgo sdo ditos (mutuamente) normais
quando todas as dire¢oes de um forem normais a todas as do outro.

No R* ha somente 1 plano normal a um plano dado. [Com efeito, ¢ facil perceber
que, mediante apropriada rotagao dos eixos {x,y, z}, todo plano pode ser expresso do
modo R? := [acosn; asinny, 3, 0]. E é também facil perceber que ha somente 1 plano,
R?' = [ysinn; —vycosn, 0, §], que é normal aquele R? ]

Note que T(R?') = —T(R?); em consequéncia, no R* a quantidade de 72 ¢ 02 é a
mesma.
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0°< 1 <45° h=45° 45% 1 <90° =90"
0<T<1 T=0 -1<T<0 ==

Figura 3: Os 5 triespacos paradigmaticos; os cones se estendem indefinidamente. O
triespaco 7' =1 contém 1 unica direcao azul, o T'= 0 contém 1 unica direcao amarela,
eo T = —1 é inteiramente vermelho. Todos contém um plano vermelho.

5.4 Intersecao de planos

No R*, dois planos escolhidos ao acaso geralmente tém em comum somente o vetor 0;
este fato sera facilmente percebido na Secao 7. Para determinar uma intersecao de planos,
resolvemos um sistema de 4 equacgoes lineares homogéneas para 4 variaveis.

Por exemplo, buscando [«; 8, a+ B, a—B]|N[y; d, v—9, § —] escrevemos as equagoes
a=7v pf=90 a+pf=7—-0, a—F=0—", cuyjasolucao é a=p=v=0=0,
indicando o vetor 0.

Em raros casos ocorre a intersecao de planos ser uma dire¢ao. Por exemplo, buscando
l; B, a0+ B, a— Bl N [y; 8, v — 20, v+ 30] escrevemos as equagoes o = v, [ = 0,
a+pB=v—20, a—p =430, cujasolugao é a =+, =09 =0, indicando a dire¢ao
[1; 0,1, 1].

6 Subespacos R?

Construimos um subespaco vetorial 3-dimensional real R® — doravante simplesmente
triespago — selecionando 3 vetores {a, l~), ¢} do quadriespaco R?, linearmente
independentes, e coletando os vetores ad + b+ ¢, com —oo < {a, 8,7} < 0.

Em todo triespago, exceto no familiar {z,y, 2z} cartesiano, a diregdo angularmente
mais préxima a diregao t é Unica, e serd dita eizo do triespago. [A excecdo {z,y,z} nao
tem diregao especial; todas suas co? diregoes sao normais a t.] O angulo 1 entre o eixo e
t serd dito angulo do triespago. Definimos temporalidade T' de um triespaco R3 como a
do seu eixo.

A reciproca é verdadeira: toda direcio de R* (exceto t) é eixo de um tnico triespago.
[A excegao t é eixo de oo? triespacos, aqueles que contém ¢ e algum dos co? planos com
T = —1.] Estes assertos serao visualmente constatados na Segao 7.

Classificamos os triespacos do mesmo modo que os planos: tipo tempo 72, que contém
direcoes dos 3 tipos; tipo luz A\*, que contém 1 tnica direcdao A e 0o? direcdes o ; e tipo
espaco 02, que contém somente direcoes o.

Em um triespaco, seja um cone circular cujo eixo é o do triespaco, e cujo vértice é a
origem 0. Célculos mostram que todas as geratrizes do cone formam um mesmo angulo w
com a diregao t. [Este contraintuitivo fato serd visualmente constatado na Secdo 7.] Em
consequéncia, todo triespago é folheado mediante cones circulares unicoloridos, coaxiais e
com vértice na origem 0. Veja a Figura 3. Sendo 7 o angulo do triespaco, e sendo v a
semiabertura do cone, o angulo w é dado por cosw = cosncos.
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Figura 4: a: No espago R*? com eixos {t;z,y,z}, veja a direcio r formando
angulo 0° < w < 90° com a direcao temporal t.

b: Na bola B3, com coordenadas {z,y,z} veja o par de pontos {ri,rs}, imagem da
direcao r.

c: Em uma segdo méxima da bola B3 com raio 1, veja imagens {7i,7}, {\1, A2} e
{01, 09} de diregoes tipo tempo, luz e espago, respectivamente.

6.1 Normalidade entre triespagos e direcoes

E facil perceber-se que, mediante apropriada orientagao dos eixos {x,y, z}, todo triespaco
pode ser expresso como R3 := [acosn; asing, v, 0]. E também f4cil mostrar-se que ha
somente 1 dire¢ao, N := f[sinn; —cosn, 0, 0], normal aquele triespago. Concluimos que
todo triespaco tem 1 tinica diregao que lhe seja normal. E notamos que T(N) = —T(R?),
implicando o angulo n do R e o angulo da direcao normal serem complementares.

Dada uma direcao N, o conhecimento do triespaco R? que lhe é normal é muito ttil,
porque toda direcao normal ou plano normal aquela N estd contida naquele R3.

Note que a relacao bijetiva R!, < RZ_ implica haverem no R* mais 7° que o,
na razao (m + 2)/(m —2) =~ 9/2. Implica também haverem oo® 3 2

triespagos 7%, e 00
triespacos A?, e outros oo® triespacos o ; estas informacoes constam do final da tltima
linha da Tabela 1.

7 Um modelo 3—dimensional

Nossa mente percebe sem dificuldade os espacos 1—-, 2—, e 3—dimensionais. Mas ela reluta
em aceitar certos fatos referentes a espacos com mais dimensoes. Por exemplo, nao é
facil perceber que uma dada dire¢io no R* é normal a uma infinita quantidade (co?) de
planos; ou que as geratrizes de certos cones circulares sejam equidistantes de co! diferentes
direcoes. Dificuldades como essa serao esvaidas pelo modelo a seguir.

Vamos mapear elementos do R* em uma bola 3-dimensional B? com raio 1. Uma
direcio em R* serd mapeada como um par de pontos na B?; precisamente,

[cosw; Fsinw] = +7sinw, 0°<w<90°, |7F|=1. (12)

Diremos que o par de pontos é a tmagem da direcao. Veja as Figuras 4 a e 4 b.

A separagao entre os pontos de uma imagem cresce com o angulo w que a contra-
imagem forma com ¢. Assim, a imagem de uma diregao 7 (ou o) é interior (ou exterior)
a uma esfera 2-dimensional com raio v/2/2, e a imagem de uma A estd naquela esfera.
Veja a Figura 4 c.

Em particular, a imagem da direcdo t esta (duplicadamente) no centro O da bola, e a
imagem de uma diregao [0; 7] é o par de pontos =7 /||, na borda da bola.
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Figura 5: a: No R* com eixos {t;x,y, 2}, um plano com eixo e, e uma diregao genérica
r no plano.

b: Na bola B?® com coordenadas {z,y, z} , os pares de pontos {e1, es} e {ry, 72}, imagens
de e e r, respectivamente, e a elipse com semieixos {1,sinn}, imagem do plano de a.

c: Na bola B3, imagens de 2 planos normais no R*.

A imagem de um plano do R* é o conjunto das imagens das direcoes do plano; esse
conjunto forma uma elipse com semieixos {1, sinn}, onde 1 é o angulo do plano. Veja as
Figuras 5 a e b.

Em particular, a imagem de um plano que contenha a direcao t se contrai a um
diametro da bola; precisamente, [«; 7] = diametro (da bola, e duplicado) contendo 7.

Sabemos que, no R*, um plano é normal a 1 tnico outro plano; as imagens deles
na B3 sao elipses com semieixos {1,sinn} e {1, cosn}, situadas em planos geométricos
perpendiculares, com os semieixos menores compartilhando uma mesma reta. Veja a
Figura 5 c.

A imagem de um triespaco de R* é um esferoide oblato centrado na origem O, com
semieixos {1, 1,sinn}, onde 1 é o angulo do triespago. O par de pontos imagem do eixo
e o par imagem da direcao normal ao triespaco sao colineares; veja a Figura 6 a.

Em particular, a imagem do triespaco {z,y, 2z} éaesfera || =1, a borda da bola B3.

E a imagem do triespaco normal a [0; 7] é o disco (duplicado) com raio 1 e perpendicular
ar.
Falta descrevermos as imagens dos oo* cones circulares com temporalidade constante
existentes no R*. Cada imagem é um par de circulos paralelos, cujo mesmo eixo normal
contém a origem da bola B?; assim, todos os pontos de um dado circulo distam igual-
mente sinw da origem de B?, onde w se relaciona & temporalidade 7' do cone segundo
T = tan(45° — w) . Veja a Figura 6 c.

Em particular, a imagem do cone de luz de um triespaco 7 jaz na esfera 2—dimensional
com centro na origem de B3, e com raio V2 /2. A Figura 6 a deixa claro que somente 1
triespago pode acomodar um dado cone com temporalidade constante.

8 Subespacos de um subespaco

A Tabela 1 indica quantos subespacos, e de que tipo, estao contidos em um dado subespaco
do R*. Por exemplo, a quadricula A indica que um plano 72 contém duas direcdes \
(indicadas ee). E a quadricula B indica que um triespaco A\* contém oo? planos o2.

Relembre-se, a notacao oo”, usada para as quantidades infinitas, foi definida na Secao 4.
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Figura 6: a: Na bola B3, aimagem de um triespaco com temporalidade 7' = tan(45° —n)
é um esferoide com semieixos {1, 1, sinn}; o equador do esferoide percorre a borda da
bola; a imagem de um cone com temporalidade constante, contido no triespago, é um par
de circulos diametralmente opostos no esferoide; a elipse e é imagem de um plano do
triespago, e o par de pontos {p1, p2} é a imagem da dire¢ado normal ao triespago.

b: No R* com eixos {t,z,y,2}, a direcaio ¢ é eixo de um triespago, e de um cone
circular com semiabertura 1, contido no triespaco; todas as geratrizes do cone formam
um mesmo angulo w com a direcao t, embora a figura 4—dimensional pareca contradizé-lo;
0COITEe COSW = COST) COSY .

c: Na bola B3 com eixos {x,y, 2z}, o par de pontos {¢€;, €} ¢ a imagem da diregao € no
R*, e dista sinn da origem O; o circulo é metade da imagem do cone desenhado em b
todo ponto do circulo dista sinw da origem, sendo w > 7.

9 Subespacos normais

No espaco R* nossa intuicao as vezes tem dificuldade em descobrir quantos subespacos sao
normais a um dado subespaco. Mas ha um fato que muito facilita essa descoberta: todos
os subespacos normais a um dado subespago estao contidos no subespaco complementar
ao subespaco dado. No R* os pares de subespacos complementares sabidamente sao
{R}, R3;} e {R?, R?;}, onde T é temporalidade .

Entao, por exemplo, os possiveis subespacos normais a uma direcao 7, sao aqueles
contidos no correspondente triespago normal o2, . Estes sdo encontrados na linha ¢* da
Tabela 1, quais sejam: o vetor zero 0, uma quantidade 0o? de o_;, outra quantidade co?
de 02, e 0 03, inteiro.

A Tabela 2 informa quantos subespacos sao normais a um dado subespaco; no exemplo
dado acima, aquelas quantidades estao na linha 7. Sem surpresa, as linhas da Tabela 2
sao as mesmas da Tabela 1, na sequéncia inversa.

As vezes nos perguntamos em quantos subespacos, e de quais tipos, um dado subes-
paco do R* é encontrado. A Tabela 3 d4 as respostas. Note que as linhas da Tabela 3
coincidem com as da Tabela 1, na sequéncia inversa. Note também que as colunas da
Tabela 3 coincidem com as da Tabela 2, na ordem inversa.

A Tabela 4 repete, de modo camuflado, as informacoes da Tabela 1; ela foi incluida
para completar uma formagao simétrica iniciada pelas outras Tabelas. Suas linhas sao as
da Tabela 1 em ordem inversa, e suas colunas sao as da Tabela 3, na sequéncia inversa.
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