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Surpreendentes f(x,y) conformes, e um pouco mais.

The surprising conformal functions f(x,y), and a little more.
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Centro Brasileiro de Pesquisas Fisicas, 22290-180 Rio de Janeiro-RJ, Brasil

Resumo: Comegamos apresentando os alicerces para a constru¢do e compreensdo das fungdes f(x,y) con-

formes, grosso modo o mesmo que fungdes analiticas f(z). Depois descrevemos algumas das muitas utilidades

e propriedades surpreendentes dessas fungdes.
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Abstract: We first give the building blocks to construct the conformal functions f(x,y), grosso modo the same

as analytical functions f(z). We then describe some of the many utilities and surprising properties of these

functions.
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1. INTRODUCAO

Fui apresentado aos nimeros complexos com 16 anos de
idade, na 3¢ série do cientifico do Colégio Mello e Souza
(em Copacabana, no Rio de Janeiro, 1954); no mesmo
ano tive meu segundo contacto com eles no Instituto Uni-
versitdrio, um cursinho preparatério para vestibular de En-
genharia. Esses nimeros me encantaram: a curiosissima
férmula '™ = —1, a de Euler, ¢'® = cos®+isin0, e o teo-
rema de DeMoivre, (cos0+isin®)" = cosn0+isinnd, me
descortinavam algo diferente, fantéstico.

Nos seguintes 5 anos minha curiosidade sobre os com-
plexos foi cerceada por meus estudos de Engenharia Civil;
somente nas férias universitdrias, e nos acampamentos do
servico militar obrigatério, em Jericind, eu pude coletar
nocdes desarticuladas de analiticidade, mapas conformes,
integracdes complexas, singularidades, etc. Mais meio
século se passou, envolvendo-me na renitente atmosfera
"publish or perish’ em minhas pesquisas em Fisica Teodrica.

Mas agora, compulsoriamente aposentado do CBPF por
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idade, eu ganhei uma oportunidade para concatenar tudo
aquilo, e a estou aproveitando. Minha satisfagdo neste
reestudo e aprendizado, eu tento aqui partilhd-la com vocg.

Vou lhe relatar aqui tdpicos sobre fungdo f(x) real
analitica, f(x) complexa analitica, f(x,y) real analitica,
h(x,y) harménica, dual harménica, f(x,y) complexa, f(x,y)
conforme, integrais no plano complexo, teorema de Cauchy,
convergéncia de série de poténcias, singularidades, residuo,
interrelagdo ¢ < ¢, fluidos bidimensionais, operador V
complexo, e singularidades no infinito. Fora algumas poucas
contribuicdes pessoais, todos estes topicos foram extraidos
das referéncias citadas na Bibliografia.

2. FUNCAO f(x) REAL ANALITICA

Considere um intervalo aberto X, da reta real x. Neste
intervalo nds definimos uma fungdo real f(x); ela associa a
cada ponto x € R um, e somente um, valor (nimero) real.

A fungdo poderia ser dada por uma lista que exibisse a
associacdo, mas a lista teria que ser infinitamente longa.
Como elaboré-la ¢ humanamente impossivel, este texto abor-
dara somente funcdes dadas por expressdes matematicas.

Vamos supor f(x) continua; isto é, os valores associados a



pontos vizinhos serdo também vizinhos. Mais que continua,
comegaremos supondo f(x) analitica regular. Ou seja, su-
poremos que f(x) possa ser expandida em série de poténcias
a partir de qualquer ponto a do aberto & _,

f(x) =c0+c1(x—a)+cz(x—a)2+C3(x—a)3+--- , (D

em que os coeficientes ¢; sdo nimeros reais e finitos. Os c;
dependem do ponto a; isto €, se a expansao for feita a partir
de outro ponto a , teremos outros valores cg.

A (1) € a definicdo de analiticidade regular mais empre-
gada; ela implica a existéncia da funcdo e de todas as suas
derivadas, na regido X de analiticidade. Aqui, existir sig-
nifica ser tnica e ser finita. A propdsito, por vezes define-se
analiticidade regular via a existéncia da funcdo e de todas
as suas derivadas na regido X ; essa defini¢do € equivalente
a apresentada acima. Como exemplos de funcdes analiticas
regulares em todo o eixo x temos todos os polindmios em x,
a exponencial e, e as fun¢des trigonométricas sinx e cosx
(tais fungdes sdo entdo ditas inteiras); e a funcdo tanx é
analitica regular em cada intervalo aberto (nm —mt/2,nmw+
7/2), com n = inteiro.

Costuma-se dizer que as funcdes analiticas regulares sao
rigidas [1, p. 219 ]; isto porque seus valores, em certos con-
juntos infinitos de pontos, determinam os valores em toda
a restante regifio de analiticidade regular. Expliquemos esta
questdo: digamos que alguém conheca uma fungdo analitica
regular f(x) em um intervalo & da reta x, mas esse alguém
se recuse a nos revelar qual € a funcdo. Entdo lhe pedimos os
valores dela somente ao longo de um qualquer pequeno seg-
mento S do intervalo, tdo pequeno quanto ele queira; a isso
ele acede. O conhecimento desses valores (que sdo infini-
tos em quantidade, deixe-se claro) nos permitird descobrir
os valores da fun¢do analitica em toda a restante regido de
analiticidade regular. Veja a Figura 1.
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Figura 1: Garantem-nos que uma fung¢io f(x) é analitica regular no
intervalo R = (a,b) da reta x, mas sdo-nos dados a conhecer seus
valores somente no intervalo S = (c¢,d). Com este conhecimento

podemos descobrir os demais valores de f(x) em toda a regido R.

Mas um pensamento nos ocorre: se o segmento S pode
ser tdo pequeno quanto se queira, entdo o conhecimento dos
valores da fung@o analitica regular em apenas uma metade
de S ja bastaria para nossos propdsitos. Mais ainda, o co-
nhecimento dos valores em uma metade daquela metade de
S também bastaria, e assim por diante. Isso sugere que
ndo precisamos dos valores em um segmento .S finifo, basta-
nos os valores de f(x) analitica regular em um ponto a de
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acumulacdo da regido X de analiticidade regular, e em sua
vizinhanga infinitesimal. Esses valores sdo suficientes para
descobrirmos todas as derivadas f’, f”,--- em a, a fim de
usd-las na conhecida expansdo em série de Taylor

109 = fla) + (@) (e —a) 4 3, (@)= 4 @)

Um modo para descobrimos essas derivadas estd descrito no
Apéndice A.

Percebe-se uma consequéncia imediata da rigidez das
fungdes analiticas: se duas fungdes reais, f(x) e g(x), am-
bas analiticas regulares em um aberto &, tiverem mesmos
valores em qualquer intervalo (mesmo que infinitesimal) in-
terior a R, entdo elas coincidirdo em todo o R .

Ainda, a rigidez de uma fung¢io analitica f(x) em um in-
tervalo R_nos faculta, por vezes, estender a fungdo para além
de R, mantendo a analiticidade. Vejamos isto mediante um
exemplo: seja a série de poténcias

S(x) = 14+x+x> 410+, 3)

visualizada como as duas linhas cheias na Figura 2.
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Figura 2: As duas linhas cheias representam a série S(x) := 1+

x+x>+---. As duas linhas grossas tracejadas sdo os ramos da

hipérbole H(x) :=1/(1 —x) ; esta funcdo coincide com a série S(x)
no intervalo (—1,1). Entdo a linha tracejada na regio (—oo, —1]

representa a extensdo analitica da fungdo S para esta regido.

Percebemos naquela figura que, no intervalo aberto
(—1,1), esta séric é finita e tem finitas todas as suas
derivadas; neste intervalo a série ¢ analitica, portanto. En-
tretanto, a figura evidencia que a linha cheia que representa
(3) poderia prosseguir suavemente para a regido (—oe,—1],
embora a expressio matemdtica S(x) ndo a descreva. Mas
percebemos que uma outra expressao matematica,

H(x) = —— @)
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gera os mesmos valores que a fungdo analitica S(x) na
regido (—1,+1) e representa uma fungéo também analitica
na regido (—oo,+1) [e também em (+1,+4c0) ]. Dizemos
entdo que H prové a extensdo analitica de S para a regido
(—oo,—1].

Para enfatizar a importincia da rigidez das funcdes
analiticas, considere a Figura 3. Sem qualquer calculo, ve-
mos que a fung¢do que representa a uniao alJb dos arcos de
circulo a e b na Figura ndo pode ser analitica. Com efeito, se
vé que o arco de circulo ¢, prolongamento analitico do arco
a, ndo coincide com o arco b.

f

Figura 3: A funcio representada pelos arcos de circulo a e b ndo é
analitica, pois o arco de circulo ¢, que representa o prolongamento

analitico de a, ndo se sobrepde ao arco b.

Por vezes ocorre uma fungdo f(x) ser analitica em uma
regido R exceto em alguns pontos isolados. Nestes ca-
sos, tolera-se dizer que f(x) é ainda analitica em &, porém
com singularidades naqueles pontos isolados. Por exem-
plo, a fungdo 1/(1 —x) é dita analitica em toda a extensdo
R = (—o0,00), porém com uma singularidade no ponto x = 1.
E a fun¢fo tanx € analitica em todo o eixo x, com singu-
laridades nos pontos x = (n+ 1/2)=, sendo n =inteiro. A
propdsito, as fungdes analiticas com ou sem singularidades
sdo geralmente designadas analiticas, simplesmente.

3. FUNCAO f(x) COMPLEXA ANALITICA

Seja um aberto & no eixo real x; uma funcdo complexa
f(x) associa um, e somente um, valor (nimero) complexo
a cada ponto de R. A funcdo € dita continua se associar
valores complexos vizinhos a pontos vizinhos. E diremos
neste texto que a fungdo f(x) = u(x)+iv(x) é analitica se
ambas fungdes reais u(x) e v(x) forem analiticas; alerte-se
que esta defini¢do nao tem aceitagdo geral.

Podemos visualizar a fungéo f(x) = u(x)+iv(x) como
duas funcdes reais, definidas no aberto & ; por exemplo, a
Figura 4 a mostra a fungéo f(x) = cosx+ i sinx no intervalo
—71/2 < x < m/2. Outro modo de visualizar consiste em de-
senhar, no plano complexo [u, v], uma curva parametrizada

com o valor de x; por exemplo, a Figura 4 b mostra a mesma
fungdo f(x) = cosx+i sinx no intervalo —3/2 < x < 3/2.
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Figura 4: a: Visualiza¢do da funcdo complexa f(x) = u(x) +iv(x)
com u(x) = cosx e v(x) = sinx no intervalo —1/2 < x < /2.
b: No plano complexo [u,v], visualizacio da mesma fungdo

complexa f(x),no intervalo —3/2 <x <3/2.

4. FUNCAO f(r,y) REAL ANALITICA

Pensemos no plano cartesiano {x,y}, estendendo-se in-
definidamente para todos os lados. Mais comedidamente,
restrinjamo-nos a alguma regido aberta X desse plano. Defi-
namos nessa regido uma fung@o real f(x,y): ela ¢ uma regra
que associa, a cada ponto [x,y] de R, um (e somente um)
nimero real. Aqui interessam-nos unicamente as fungdes
continuas, isto é, aquelas que associam, a pontos [x,y] vizin-
hos, valores de f também vizinhos; e por ora nio exigimos
analiticidade para f.

Podemos visualizar a fun¢io f desenhando em & a familia
das linhas f(x,y) =const e numerando cada linha com o
valor da constante correspondente. Veja a Figura 5 a.

Figura 5: a: Em tragos continuos, linhas f = const de uma fun¢do
real f(x,y); as linhas tracejadas e orientadas indicam, em cada
ponto, a direcdo e sentido do campo vetorial grad f.

b: Superficie representante da funcio f .

Se tanto f(x,y) como suas derivadas primeiras forem
continuas em %, a familia de linhas f(x,y) =const gerard
um campo vetorial bidimensional real

P =emdsn) = () = (£). - ©



cujos vetores sdo perpendiculares as linhas f(x,y) = const,
e tém geralmente diferentes médulos (tamanhos). O campo
vetorial (5) € irrotacional, porque rot F' é nulo em todo o R,
e ¢ dito conservativo. A fungio f(x,y) é chamada funcdo
potencial do campo vetorial F, e as linhas f(x,y) =const
sao chamadas equipotenciais do campo F.

Vamos desenhar também, no aberto &, as linhas ortogo-
nais as equipotenciais; estas novas linhas serdo denominadas
linhas do campo F, porque suas tangentes acompanham em
cada ponto o correspondente vetor F'. Para termos a equacio
das linhas do campo lembremos que ao longo de cada linha
equipotencial f = const ocorre df (= fdx+ f,dy) =0, dai
as linhas equipotenciais tém dy/dx = —f/f,. Como as li-
nhas do campo sdo ortogonais as linhas equipotenciais, elas
terdio tangentes com coeficiente angular +£,/f,. Ou seja,
se expressadas do modo y = y(x), as linhas do campo serdo
obtidas por integracdo de

dy(x)

dx  falxy)

Perceba que cada linha de campo pode ser descrita por uma
equacgdo go(x,y) = 0, em que o parAmetro de integragdo o
designa a especial linha.

Ha4 outra visualiza¢do de f(x,y) real, também muito in-
tuitiva: como uma superficie estendida sobre a regido R _; os
pontos da superficie estariam a diferentes alturas f(x,y) rela-
tivamente ao plano {x, y}. Veja a Figura 5b. Nesta superficie
representante, as linhas f(x,y) = const seriam as curvas de
nivel, como as trilhas horizontais marcadas por gado em en-
costas de morros; essas linhas sdo convenientemente numer-
adas com o valor da constante correspondente (a altitude). E
as linhas ortogonais as curvas de nivel se orientam segundo
a maior declividade local, como os caminhos seguidos pelas
dguas das chuvas nas vertentes dos morros.

As fungdes reais analiticas f(x,y) sdo uma classe especial
das funcgdes f(x,y) reais; tanto a f(x,y) real analitica como
todas as suas derivadas parciais, de todas as ordens, existem
em todos os pontos da regido &_de analiticidade. Novamente
existir, neste contexto, significa ser unica e ser finita. Por
exemplo, a fungdo f(x,y) = 16 — x> —4y?, visualizada nas
Figuras 5 a e 5 b, ¢ analitica em todo o plano {x,y}.

Por defini¢do, uma fungio f(x,y) real é analitica regu-
lar em um aberto K se puder ser desenvolvida em série de
poténcias a partir de qualquer ponto [a,b] € R do modo

,y(xJ’) (6)

Fly) = F+ [ =a) St =B fy] (D)

+% [(r=a) fax+2(x=a) (y = b) fay + (= 5)* fy]

+% [(x—a)?,f,xxx + 3(x_a)2(y—b)f,xxy
+3(x=a) (y=b) fryy + (=) fas + -+,

onde as comas subescritas indicam derivadas parciais, e onde
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tanto f como todas as derivadas f x...,y... s30 constantes cal-
culadas no ponto [a,b]. Essas derivadas podem ser obti-
das a partir do valor da fungdo no ponto [a,b] e em sua
vizinhanga bidimensional infinitesimal, isto €, nos pontos
[a+me, b+ ne], com m e n assumindo independentemente
os valores 0,+1,+2,---, e sendo € infinitesimal.

Assim, temos as derivadas primeiras

fla+¢€,b)—fla—eg,b)
2¢

fla,b+¢€)— f(a,b—¢)
2e ’

fx(a,b) = ®)

€ ﬁ)‘(aab) =

prontas para uso na série de Taylor (7). Obtemos as derivadas
superiores usando repetidamente

Flc+e,d)—F(c—e,d)

Fyle,d) = e ©)
F(c,d+¢€)—F(c,d—¢)
Fy(c,d) =
€ 5y (C7 ) 28 ’
onde F ¢ qualquer derivada fyy..yy... € onde [c,d] = [a +

me, b+ ne.

Semelhantemente as fungdes f(x) reais analiticas,
também as funcdes f(x,y) reais analiticas sdo rigidas. Por-
tanto, duas funcdes analiticas em um aberto bidimensional &
serdo iguais se seus valores coincidirem na vizinhanga bidi-
mensional infinitesimal de algum ponto de ..

Uma nota: na Secdo § apresentaremos uma classe especial
de fungdes complexas analiticas f(x,y), que denominaremos
funcdes conformes, nas quais a rigidez é ainda maior que a
das fungdes f(x,y) reais analiticas.

Se uma fungdo f(x,y) for real analitica regular em um
aberto R exceto em alguns pontos de &, diremos tratar-se
de funcdo analitica com singularidades naqueles pontos. Por
exemplo, a fungdo f(x,y) =y/[(x —m)(x —n)] é analitica em
todo o plano {x,y}, com singularidades nas retas x = m e
x=n. E afungdo 1/[(x—a)?+ (y— b)?] é singular no ponto
[a, b]. Convém saber que as fungdes f(x,y) reais analiticas
tanto regulares como as com singularidades sdo frequente-
mente denotadas abreviadamente funcdes reais analiticas.

5. FUNCAO i(x,y) HARMONICA

Uma classe particular de fungdes f(x,y) reais analiticas
é de especial interesse para nds: a classe das funcdes
harmonicas h, aquelas que tém laplaceano nulo. Elas serdo
essenciais para a apreciagdo das fungdes f(x,y) complexas
conformes, que € o nosso objetivo maior.

Se h estiver expressa em coordenadas cartesianas, sua har-
monicidade em um aberto & _significa ter

Ah(x,y) :=hyc+hy =0, (10)
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na regido R _; as comas subescritas indicam derivadas parci-
ais.

Um exemplo trivial de fun¢do harménica regular em todo
aberto do plano {x,y} é

h = const; (11)

outros exemplos regulares sao os polindmios

2.2 3 2
— -3
hy)=40 F T T a4
v, 2xy, 3xy—y’,...
. eal a
perceba que (12) sao as partes < . L das poténcias
imagindria

(X+ly)n,l’l: 15273a"' .
Ha também funcdes harmonicas com singularidades; dois
exemplos singulares na origem s@o

In /x2 +y2

hx,y) = 13
( y) tanil (y/x) ( )
Outros exemplos, também singulares na origem, sdo
x/r?, (P =yt (@ =3x02) /i,
h(x,y) = 2 4 2 N6 (14)
—y/re,  =2xy/r*, —(Bxy—y’)/r° ...
sendo r? := x> +y?; perceba que (14) sdo as partes
1
?ea L das poténcias (x+iy) ", n=1,2,3,---.
imagindria

Uma infinidade de fun¢des harmonicas pode ser obtida por
combinagdes lineares das (11) — (14), com coeficientes reais.
Obtemos fungdes harmdnicas também a partir de expressdes
matematicas em que x e y comparecam somente combinados
na forma (x+iy), ¢ nas quais separamos as partes real e
imagindria; por exemplo, o desdobramento de

sin(x+iy) = sinxcoshy+i sinhycosx (15)

nos revela que sinxcoshy e sinhycosx sao harmdnicas.

Como qualquer fungdo f(x,y) real continua, também as
fungdes harmonicas i(x,y) sdo facilmente visualizadas me-
diante as linhas i(x,y) = const desenhadas na regidio R de
harmonicidade. E também como anteriormente, podemos
desenhar linhas [, ortogonais as linhas A(x,y) = const. Veja
a Figura 6 a.

A propdsito, essas linhas ortogonais nos permitem testar
graficamente se uma func@o f(x,y) é harmonica, do seguinte
modo: primeiro desenhe-se todas as linhas f(x,y) = const
com valores de ’const’ separadas por valores multiplos de
€, sendo € suficientemente pequeno. Depois considere-se a
familia das linhas ortogonais a aquelas. Se for possivel se-
lecionar, dentre esta nova familia, uma cole¢do que forme

5
y b
1,51 ;
< Eelangulo
11
W N\NRT
N AP
0a5< 5' i + Sz*—f:£
10 ©

Figura 6: a: Em tragos continuos, linhas com valor constante da
fung¢do harmonica h = xy, com separa¢des dh = 0,1. Foi possivel
selecionar-se linhas tracejadas, ortogonais as anteriores, tais que so-
mente quase-quadrados fossem formados.

b: Em tracos continuos, linhas com valor constante da fun¢io nao-
harménica f = \/x% 4+ y2, com separagdes 8f = 0,5. Nio se con-
segue selecionar linhas tracejadas, ortogonais as anteriores, tais que

somente quase-quadrados sejam formados.

somente quadrados com as linhas f(x,y) = const, a fungéo f
serd harmonica. Veja a Figura 6.

Sendo h(x,y) harménica, o campo vetorial gradh tem
divergéncia nula; e como grad/s é também irrotacional,
ele pode representar o campo das velocidades de um
fluido bidimensional incompressivel, sem vorticidades e sem
fontes/sumidouros. Neste caso, as linhas A(x,y) = const sdo
as linhas equipotenciais do campo. As linhas do campo
(aquelas seguidas por um elemento do fluido em movimento)
sdo as linhas /(x,y) = const, normais as linhas equipotenci-
ais.

Do mesmo modo como uma fungéo f(x,y) real qualquer,
podemos visualizar uma fun¢do harmoénica A(x,y) como
uma folha rigida estendida sobre a regido X de defini¢do.
Nessa superficie representante, podemos projetar as linhas
h(x,y) = const, e numera-las com essa constante. Também
as linhas ortogonais /(x,y) = const podem ser projetadas na
superficie.

As fungdes harménicas i(x,y) tém propriedades muito in-
teressantes. Eis algumas:

e Todas as derivadas parciais de uma fun¢do harmonica, de
todas as ordens, sdo também fungdes harmonicas; vocé pode
conferir isso nas fungdes de (11) a (15).

e Teorema do valor médio, de Gauss: desenhe-se um circulo
S! no interior da regidio ® da harmonicidade, e compute-se
os valores de /(x, y) ao longo desse circulo; a média &, desses
valores é o valor de & no centro do circulo. Claro estd que
esse valor é também a média dos valores em todo o interior
do circulo. E também claro estd que o volume do sélido
encimado pela superficie representante de (x,y) no interior
do circulo € igual ao volume do cilindro reto de altura A,.



Veja a Figura 7.
h
h(a,b)
b
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Figura 7: Um circulo S' com centro [a,b] e raio qualquer estd in-
teiro na regido de harmonicidade de uma funcdo A(x,y); sobre o
circulo com pontos p, levanta-se uma superficie cilindrica (listrada
verticalmente) com altura variada h(p); essa superficie tem mesma

4rea que o cilindro circular reto com base S' e altura i (a,b).

o Teoremas do mdximo e do minimo: 0 maximo e o minimo
de uma fun¢do harmodnica em & sempre ocorrem na borda
de R. Consequentemente ndo hé linhas h(x,y) = const
fechadas, na regido de harmonicidade. E as superficies re-
presentantes das fung¢des harmdnicas nao t€m picos nem de-
pressdes. Veja a Figura 8.

e Hiperbolicidade: a superficie representante de uma funcao
harmdnica tem curvatura gaussiana negativa em todos os
seus pontos, ou € plana. Veja a Figura 9 e o Apéndice B.

e Preservacdo da harmonicidade sob mapa conforme: vere-
mos na secdo 8.1.

o Extensdo harmoénica uinica: extensdes analiticas de uma
func¢do harmdnica em R _para além de X, quando possiveis,
mantém a harmonicidade.

a
h=1

Figura 8: a: Os pontos de minimo m e maximo M de uma fungéo
harménica h(x,y) sempre estdo na borda da regido de harmonici-
dade.

b: A existéncia de linhas f(x,y) = const fechadas indica que f(x,y)

ndo ¢ funcio harmonica.

As vezes convém expressar uma fungdo harmonica em co-
ordenadas ndo-cartesianas. Em especial, as coordenadas po-
lares muito frequentemente sdo as mais adequadas; nestes

A.EF. Teixeira

h

Figura 9: Superficie hiperbélica representante de uma fungdo

harmonica ndo-linear, A(x,y) # o+ Px+7Yy.

casos, a fun¢do harmdnica satisfara

AR(r,0) =h+ 7 'h,+1r 2hee =0. (16)
Algumas harmonicas sdo i = const e
n
h(rve):{rnc.osne ) n:172737"'7 (17)
r'*sinn®

que sdo as partes real e imagindria de (re®)”, ja apontadas
na (12); e algumas harmdnicas com singularidade na origem
r=0sdoh=Inr,h=20,¢

n 0
h(r7e): g ,Cos.n 9 n:17273u"'; (18)
—r"sinn®
estas tltimas sdo as partes real e imagindria de (re®)", ja

vistas na (14).

Ha muitos desafios interessantes em fun¢des harmonicas

2D; dois dos desafios mais populares sdo o problema de
Dirichlet e o de Neumann:
e Problema de Dirichlet: dado um contorno fechado y no
plano {x,y}, e dada uma funcéo real f ao longo de vy, ache-
se a func@o harmdnica A4 no interior de y que coincida com a
f emy; ocorre que essa i sempre existe, e que ela € tinica.

Isto é facilmente intuido na termostatica, onde a tempera-
tura satisfaz a uma equagdo de Laplace: se linhas formando
um contorno fechado forem mantidas a temperaturas invari-
antes ao longo do tempo, a fungio temperatura 7' (x,y) no
interior do contorno tendera ao equilibrio, quando entdo T
serd harmonica, AT = 0. Veja a Figura 10 a.

Alguns pares [y, f(Y)] e suas solugdes h(x,y) para o
problema de Dirichlet estdo resumidamente indicados nos
Apéndices C, D, E, F.

No caso especial de y ser um circulo com raio a e centro
na origem, Poisson encontrou a solu¢do (demonstracdo no
Apéndice G)

_a=r f(9)
e :
0o a*—2arcos(6—@)+r

do, (19)
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Figura 10: a: Dirichlet: dado um contorno fechado ¥ e uma funcéo
real f em 7, sempre hd uma, e somente uma, fun¢do harmonica
h(x,y) no interior de y com os valores f(y) em Y.

b: Caso em que Y € um circulo, dando a solugdo de Poisson (19)

para o problema de Dirichlet.

sendo r < a; esta solugdo é frequentemente utilizada em
ciéncias. Veja a Figura 10 b.

e Problema de (Carl) Neumann: dadas uma linha fechada
Y, € uma fungdo real f ao longo de 7y, ache-se uma funcio
harmonica & no interior de v tal que (gradh) -/ (sendo 7 a
normal unitdria exterior a ) coincida com f em 7Y; ocorre
que essa h sempre existe, e que ela é inica a menos de uma
constante aditiva. Veja a Figura 11.

)
/y L&@AT
aJb ¢ m &

Figura 11: (Carl) Neumann: dado um contorno fechado y e uma

fungdo real f em 7y, hd uma fungio harménica A(x,y) no interior de
ytal que (gradh) -7 tem os valores f(y) em y; i é a normal unitéria
exterior a y; a func¢do A € Unica, a menos de uma constante real

aditiva qualquer.

Neste problema, novamente a teoria do calor nos ajuda a
intuicdo. Se a fung¢do harménica for a temperatura 7' (x,y)
estaciondria no interior de 'y (entdo AT = 0), deverd ocor-
rer uma permanente troca estaciondria de calor f = dS/dl
através de y. Essa troca implica VT -7 coincidir com f, como
se queria mostrar [2, p. 419].

6. DUAL HARMONICA

Dada uma fungéio harménica u(x,y), dizemos que uma
fungdo v(x,y) é dual harménica de u(x,y) se forem satisfeitas
as equacdes (ou condigdes) de Cauchy-Riemann

BT (20)

Uy=—V,

se u estiver expressa em coordenadas polares, u(r,8), suas
duais harmonicas v(r, 0) serdo obtidas por integracdo de

{V’e =T @1

rv,, = —u,e

Tais fungdes v sdo também harmdnicas, e diferem entre
si somente por constantes reais aditivas, geralmente irrele-
vantes para nossos propésitos. Pares {u,v} serdo importantes
no nosso futuro estudo dos mapas conformes (Se¢ao 8).

Perceba que se v for dual de u, entdo —u (e ndo u) serd
dualdev.

As férmulas (12) — (14) informam pares de fungdes
harmonicas duais; assim, (12) informa que a dual de x € y,
e a dual de 2xy é — (x> —y?); a (13) informa que a dual de
In\/x2 +y2 é tan~!(y/x), e a (14) informa que a dual de x/r?
é—y/r’.

Se desenharmos no plano {x,y} ambas familias de linhas
u(x,y) = const e v(x,y) =const, as equacdes (20) imporio
que elas sejam ortogonais. Ademais, como

_ (ux _(vx) _ [ —uy
gradu = (uy) e gradv= (v.’y) = ( e ) , (22)

se vé que gradv é gradu rodado por adngulo /2 no sentido
esquerdo (positivo, anti-horario). Veja a Figura 12.

A (22) indica que podemos usar u e v como coordenadas
localmente cartesianas. Em particular, um quadrildtero com
vértices em [u,v], [u+€,v], [u,v+€], u+¢€,v+e€] éum
quadrado, para |¢| suficientemente pequeno; isto se percebe
também na Figura 12 .

Como na se¢do 4, visualizamos as funcdes u e v também
como superficies cujos pontos estejam as alturas variaveis u
e v relativamente ao plano horizontal {x,y}. Assim, na su-
perficie representante da fun¢do harménica u(x,y) as linhas
de nivel sdo (obviamente) u = const, e as linhas de maior
declive tém v constante; ao passo que na superficie represen-
tante da fungéo v(x,y) as linhas de nivel tém (obviamente) v
constante, e as linhas de maior declive t€m u constante.

Mas as condigdes (20) nos reservam uma surpresa: se mar-
carmos uma pequena area na superficie # e a girarmos por
7/2 em torno da vertical, no sentido esquerdo (positivo, anti-
horério), e a transladarmos verticalmente para a superficie v,
veremos que ela se acomodard na superficie v sem dificul-
dade. Veja a Figura 13.
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Figura 12: Uma fun¢io harménica u(x,y) e sua dual v(x,y), dadas
por linhas u = const e v = const. Em cada ponto os vetores Vu (em
traco continuo) e Vv (em trago interrompido) sdo ortogonais, t€m
mesmo mdédulo, e tém orientacdo relativa como os vetores unitarios

X:=Vxej:=Vy, respectivamente.

Figura 13: a: A funcio harménica u = x> — y? e sua dual v =
2xy+ 5, visualizadas mediante linhas u = const e v = const.

b: Esbogo do pequeno quadrado hachurado em a, e de suas
aparicdes retangulares U e V nas superficies representantes de u
e de v; girando U por /2 no sentido indicado e o transladando

verticalmente, ele se confunde com V' .

7. FUNCAO f(x,y) COMPLEXA

Em um aberto ®_do plano cartesiano {x,y}, seja a fungéo
complexa

fxy) = ulxy) +iv(x,y); (23)

aqui u e v sdo fungdes reais quaisquer, ndo necessariamente

analiticas. Podemos considerar f como uma regra que as-
socia a cada par ordenado [x,y] de nimeros reais outro par
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ordenado [u,v] de ndmeros reais. Equivalentemente, f as-
sociaria a cada nimero complexo x + iy outro nimero com-
plexo u+iv. Ou ainda, podemos ver a fun¢do f como um
mapeamento: ela mapearia cada ponto pré-imagem [x,y] de
R_em um ponto imagem correspondente [u,v] do plano w.

Se ambas funcdes u(x,y) e v(x,y) forem continuas no
aberto R, teremos uma visualizagdo muito simples para
a fun¢do complexa f(x,y): marcamos em K as linhas
u(x,y) = const e v(x,y) = const, e as numeramos com os cor-
respondentes valores das constantes. Veja a Figura 14 a.

Outra visualizagdo de uma f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y)
continua é como um par de superficies cujos pontos estao
nas alturas u(x,y) e v(x,y) no ponto [x,y] ; iremos denomin4-
las superficies u e v, respectivamente.

Ainda, podemos resolver o par de equagdes u = u(x,y)
e v =v(x,y) em termos de u e v, obtendo as fungdes
x(u,v) e y(u,v); se marcarmos as linhas x(u,v) =const e
y(u,v) = const na regido imagem de &, no plano [u,v], tere-
mos mais uma visualizagdo da fungdo complexa f(x,y). Veja
a Figura 14 b.

a
4y_ u=16_v=0
12—

3 88—
24 4

2—
1.
ol 1 2 3 4 ua 0 5 10 15

Figura 14: Ambas partes a e b referem-se a fungio f(x,y) =
xy+i(x2 —y?).

a: No plano {x,y}, algumas hipérboles u(x,y) = xy =const e
v(x,y) = x% —y* = const.

b: No plano {u,v}, algumas pardbolas x(u,v) =const e

y(u,v) = const.

Dentre as fungdes complexas continuas de duas varidveis
reais, f(x,y) = u(x,y)+iv(x,y), interessa-nos sobretudo
a classe das fungdes complexas analiticas. Nestas, ambas
fungdes reais u(x,y) e v(x,y) sdo analiticas; isto é, todas as
derivadas parciais de ambas, de todas as ordens, existem.
Mas atengdo : estanossa defini¢do de analiticidade de f(x,y)
complexa conflita com a maioria daquela dos outros autores.

Ainda, dentre as func¢des complexas analiticas, uma
classe especial tem partes real u(x,y) e imagindria v(x, y)
harmonicas; desta classe, uma subclasse muito especial é
considerada na Secdo a seguir.

U
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8. FUNCAO f(x,y) CONFORME

Dentre as fungdes complexas analiticas (isto €, aquelas
F(x,y) =u(x,y) +iv(x,y) em que ambas u e v sdo analiticas,
em nossa definicdo), uma classe muito restrita nos é de
especial interesse, devido a suas mudltiplas aplica¢cdes na
matematica e na fisica: € a classe das fun¢des complexas
analiticas conformes, que denominaremos simplesmente por
fungdes conformes. Nestas fungoes, u(x,y) é harménica, e
v(x,y) € sua dual harmdnica. Relembrando (20), u e v entdo
se relacionam domodou, =v, € uy=—vy.

Perceba que basta se ter 1 fungdo harmonica real 2D para
se construir uma func¢do conforme. Mais precisamente, para
se construir uma infinidade delas, diferindo umas das outras
por constantes complexas, aditiva e/ou multiplicativamente.

Um esclarecimento antecipado: o que estamos chamando
fungdo conforme f(x,y) é universalmente chamado fung¢do
analitica f(z); a justificacdo desta denominagdo alternativa
serd dada mais adiante nesta se¢@o.

As fungdes f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) conformes em um
aberto R t€m esse nome porque mapeiam os pontos [x,y]
da regido X no plano z em pontos [#,v] num plano w de
um modo especial: toda figura suficientemente pequena na
regido K ¢é mapeada em uma figura também pequena no
plano w com a mesma forma, embora geralmente com outra
orientacdo e outro tamanho. Veja a Figura 15.

r=2 v
, ® \} Q@

2

Figura 15: A funcio conforme f(x,y) = x> — y? + 2ixy mapeia pon-

€T =

tos [x,y] da regido y > 0 do plano z em pontos [u,v] do plano w.
Um pequeno quadrado no plano z tem imagem também pequena e

quadrada no plano w .

As f(x,y) conformes sempre sdo expressaveis em termos
da combinagdo x + iy =: z, exclusivamente (isto é, sem em-
prego do complexo conjugado 7 := x —iy); por exemplo,
f(x,y) = x> —y? + 2ixy é conforme, e pode ser escrita como
f(x,y) = (x+iy)% que é f(z) = z*. Tal peculiaridade ndo
ocorre nas fungdes complexas analiticas ndo-conformes; por
exemplo, f(x,y) = x> — y*> — 2ixy é complexa, e é analitica
segundo nossa defini¢io (porque ambas fungdes x> —y* e
—2xy sdo analiticas), mas ndo é conforme, pois v nao € dual

harménica de u; com efeito, substituindo x — (z+7)/2 e
y— (z—2)/(2i) na f(x,y) se obtém f =Z>.

A reciproca dessa peculiaridade é também verdadeira:
dada uma qualquer expressdo matemadtica f(z) cuja dnica
varidvel seja z, se substituirmos z — x+iy na f(z) obteremos
f(x+1iy), que separada nas partes real e imagindria, f(x+
iy) = u(x,y) +iv(x,y) , nos mostraria que u é harmonica e v
¢ sua dual harménica. Por exemplo, se f(z) = sinhz entdo
f(x+iy) = sinh(x +iy) = sinhxcosy + i sinycoshx, onde
vemos que a parte real sinhxcosy € harmonica e a parte
imagindria sinycoshx é sua dual harmdnica.

Dois novos adjetivos foram introduzidos na teoria das
fungdes: uma funcdo complexa f(z) é dita holomorfa
(0ohoC = todo, uop@en = forma) numa regido R se puder ser
expandida em série de poténcias na vizinhanca de todo ponto
a dessa regido:

f@)=fla)+ci(z—a)+ea(z—a)* +e3(z—a)’ +-- (24)

em que as constantes ¢; sdo complexos finitos. A funcio
¢ dita inteira se for holomorfa em todo o plano complexo
finito. Percebe-se que holomorfismo (24) estd para os com-
plexos f(z) assim como analiticidade regular (1) estd para os
reais f(x).

Fungdo meromorfa (uepol =parte) numa regiio R é
aquela holomorfa em &, exceto em pontos isolados que se-
jam polos da fungdo (Se¢do 12). Entdo as fungdes meromor-
fas tém a forma racional f(z)/g(z), em que ambas f e g sdo
holomorfas.

Podemos finalmente esclarecer o motivo das fungdes
f(x,y) que estamos denominando conformes serem mais co-
mumente chamadas fungdes f(z) analiticas: o motivo é que
elas t&m as mesmas propriedades. Vocé pode entdo se per-
guntar a razao de este texto insistir em discernir os dois con-
ceitos; € que ele prefere reservar o termo complexo analitico
para funcgdes complexas f(x,y) ou f(r,0) cujas partes real e
imagindria sejam ambas apenas analiticas, sem necessidade
de harmonicidades e do relacionamento Cauchy-Riemann.

As fungdes f(x,y) conformes sdo extremamente rigidas.
Com efeito, se duas fun¢des conformes em um mesmo aberto
R_do plano {x,y} tm os mesmos valores ao longo de um
arco (unidimensional !) infinitesimal, entdo elas coincidirdo
em todo o R [3, p.107].

Percebe-se a semelhanca na forma das definicdes de
analiticidade real (1) e complexa (24). E ha outras
semelhancas, como a notacdo empregada para derivadas e
para integrais,

YO o Y [rae [rae o)

Estas semelhangas tendem a mascarar algumas
dissemelhancas que entretanto existem entre as analiti-
cidades das fungdes analiticas f(x) e f(z). Com efeito,
a operagdo df(x)/dx implica uma variagcdo de x, que s
pode ocorrer na direcdo x, positiva ou negativa. Mas
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a operacdo df(z)/dz implica uma variacgdo de z sem
especificar-se a direcdo da variagdo dz no plano complexo,
e no entanto espera-se que df(z)/dz seja uma funcdo de
z, independentemente daquela dire¢do. Como pode isso
acontecer?

A resposta é que as fungbes f(z) que satisfacam essas
derivagdes e integracdes ndo sdo complexas analiticas quais-
quer, elas sdo conformes. Para percebermos o modo como
as condi¢des de Cauchy-Riemann (20) resolvem a questdo,
substituimos z — x + iy na fungdo complexa analitica f(z),
que separamos em suas componentes real e imagindria:

f(@) = flx+iy) = flxy) =ulx,y) +iv(x,y);  (26)
entao

df  d(u+iv)  (ux+ivy)de+ (uy+ivy)dy 7
dz  dx+idy dx +idy -
Se a variagdo de z for feita na direcdo x (entdo dy = 0), a
(27) dara df/dz como na (28a); se porém a variacdo de z
ocorrer na dire¢do y (entdo dx = 0), a (27) dard df /dz como
na (28b):
% =uUx+ivy, % =—iuy+vy; (28)
vemos que estas duas expressdes complexas para df /dz co-
incidirdo se as condi¢des de Cauchy-Riemann (20) forem
obedecidas. Dito de outra forma, o conceito de derivada f’
de uma fungio complexa f(x,y) = u(x,y) + iv(x,y) existe
somente se u# for harmonica e v for sua dual harmonica.
Os exemplos mais simples de fungdes conformes sdo os
polindmios P,(z),

Py(z) =co+eizt e+ et (29)

com ¢, = numeros complexos finitos. Os polindmios sdo
funcdes holomorfas, into €, t€m valores finitos em todo
o plano complexo. Outros exemplos simples de funcdes
conformes sdo as fungdes racionais, cocientes de dois
polindmios,

R(2) = co+ciz+ o4+
do+diz+da? + - +dpz™’

em que os ¢; € 0os d; sdo complexos finitos. As fungdes
racionais sdo meromorfas, t€ém valores infinitos nos pontos
em que o denominador se anule. Esses pontos sdo entdo
chamados polos (Segdo 12) da fungéo R(z).

O modo mais comum de se expressar uma fun¢do em uma
regido R de ndo-singularidade é por uma série de Taylor

(30)

S(2) = Y ad; (31)
k=0

por exemplo, a fun¢do exponencial complexa e® e as fungdes
trigonométricas complexas sinz e cosz e as hiperbdlicas
sinhz e coshz sdo definidas em temos de séries de Taylor,
exatamente como suas congéneres reais.
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8.1. Propriedades

Abaixo, algumas propriedades das fun¢des conformes em
um aberto X :
e Toda combinacio linear de fungdes conformes, com coefi-
cientes complexos, € também funcdo conforme.
e Produtos de funcdes conformes sdo também fungdes con-
formes.
e Se f(x,y) for conforme, todas as derivadas parciais
(d/0x)™(d/ay)" f(x,y) também serdo conformes.
e Se f(z) for conforme, todas as derivadas d"f/(dz)"
também serdo conformes.
e Se f = u(x,y) +iv(x,y) for conforme, portanto f = f(z),
sua derivada f’ := df/dz poderd ser calculada do modo
f' =uyx+iv,,bemcomodomodo f' =vy—iuy,.
e Se f(r,0) =u(r,0) +iv(r,0) for conforme, sua derivada
pode ser calculada do modo
f = (u,+iv,)/e®, bem como do modo f = (vg —
iug)/(re'®).
e Teorema do mdximo mddulo: Numa regido em que f for
conforme (mas f # const), o ponto zys em que o médulo |f]
¢ miximo sempre estd na borda da regido.
o Teorema do minimo modulo: igual ao anterior, a menos que
o minimo f(z,,) seja zero.
. ® Preservacdo da harmonicidade: aimagem de uma fungao
harmdnica, por um mapa conforme, é também harmonica.

9. INTEGRAIS NO PLANO COMPLEXO

Se uma linha orientada £ for escolhida em uma regido do
plano {x,y}, podemos integrar uma func¢do complexa qual-
quer f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y) ao longo da linha, resultando
o nimero complexo

/Lf(x,y)(dx—l-idy): (wrim@eriey 62

:/L(udx—vdy)+i/L(udy+vdx).

Alerte-se que ndo se trata do nimero também complexo
[, fds, em que ds := +/(dx)2 + (dy)2.

Para fungdes f(x,y) ndo-conformes, o valor da (32), as-
sim como o de [, fds, geralmente depende da linha £ se-
lecionada entre os pontos inicial e final. Por exemplo, para
a funcdo ndo-conforme x — iy vejamos as integrais [, (x —
iy)(dx+idy) para os caminhos £ = 4 e £ = B na figura 16.
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Obtemos
/(x—iy)(dx+idy):/a(x—O)(dx—i-O) (33)
Aa 0
b
+/0 (a+iy)(0+idy) = (a®+b7) /2 +iab,

b
/{B(x—iy)(dx—i—idy) :/0 (0—iy)(0+idy)  (34)
a
+/ (x—ib)(dx+0) = (®+b%)/2 — iab,
0
onde vemos que [; # [5. Opostamente, para fungdes f(x,y)

conformes obterfamos [; = [; por exemplo, para a fungio
conforme x + iy encontramos

/(x+iy)(dx+idy):/a(x+0)(dx+0) 35)
a 0

b
+/ (a+iy)(0+idy) = (a®> —b*)/2+iab,

0

/(x+iy)(dx+idy):/b(0+iy)(0+idy) (36)
B 0
+/0 (x+ib)(dx+0) = (a> — b*)/2+ iab.

A prop6sito, como x+iy =z e dx+idy = dz, confirmamos
estes dois resultados do modo

a+ib
/+ 2dz =22 /255" = (a+ib)*/2 (37)
0
=(a®—b*)/2+iab.
Y Yy

b p b p
A B

0 a T 0 a x

Figura 16: Uma func¢do ndo-conforme integrada entre a origem e o
ponto p dé valores diferentes conforme siga o caminho 4 ou o B.

Uma funcdo conforme d4 o mesmo valor.

10. TEOREMA DE CAUCHY

O Teorema Fundamental das funcdes analiticas, ou Teo-
rema da Integral de Cauchy, ou simplesmente Teorema de
Cauchy, reza que: sendo f(z) uma fun¢o holomorfa (isto é,
sem singularidade) em uma regido & simplesmente conexa,
e sendo a e b dois pontos da regido, entdo o valor da integral

/ ' f(z)dz (38)

11

nio depende do caminho L escolhido para a integracéo,
desde que L esteja todo contido em C. Este foi o resultado
encontrado em (35) e (36).

Este teorema implica a Formula de Cauchy: sendo
Y um contorno fechado na regido de holomorfismo, sem
autointersecdo, entdo os valores de f em Y determinam uni-
vocamente os valores de f em cada ponto z no interior de v,
do modo

L)
f(Z)_an- y(X—ZdOC7 (39)
onde os O s30 pontos no contorno Y.

Prova: como f(ot) é analitica, entdo também f(a) /(o —z)
a é. Deformamos 7y até um pequenino circulo & em torno de
7, caso em que f(o) é constante e igual a f(z). Fazendo
a—z=pe®, vird que do. = pie’®dd, e portanto fdar/ (o0 —
2) = [¢Tido =2mi.

Mas atencdo: isso ndo implica que, ao se impor uma
fun¢do complexa qualquer fy sobre um contorno fechado v,
exista uma func¢do holomorfa no interior de y, tal que co-
incida com fy sobre Y. Note-se o contraste deste fato com
as solucdes para o problema de Dirichlet nas fungdes (reais)
harmonicas, em que qualquer funcdo real imposta sobre um
contorno fechado permite expansao harmonica para o inte-
rior.

11. SERIE DE POTENCIAS

Definimos polindémio de ordem n como a soma
Pu(z) = coteizterd +- e, (40)

sendo ¢; nimeros complexos finitos. Como o valor do
polindmio é claramente finito para todo z finito, a (40) ¢ uma
fun¢do inteira.

E definimos série em z como a soma [1, p. 67]

S(z) =cotcrz+e+er 4, 41)

onde os ¢; sdo nimeros complexos finitos. Como a série
contém uma infinidade de termos, a questdo de seu valor ser
finito, ou ndo, precisa ser investigada. A série (41) converge
para o valor S(a) no ponto z = a se a sequéncia de polindmios

Pm(a)7 Perl(a)7 Pn1+2(a)7 (42)

progressivamente se aproximar de S(a) para m suficiente-
mente grande. Se tal ndo ocorrer, diz-se que (41) diverge
em z = a, e entdo S(a) ndo existe. Divergir quer dizer que
ou S(z) é indefinido em z = a ou que ele vale Foo.
A série (41) tem convergéncia absoluta em z = a se a série
real
$) =Y lej2’| = [eol +[erz +[e2z®| +- (43)
j=0
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convergir em z = a. Se tiver convergéncia absoluta, tem
também convergéncia. Note que S(z) # |[S(z)|. Se ndo
ocorrer convergéncia absoluta, a busca da convergéncia
prossegue.

Prova-se que se a série S(z) converge em z = a , entdo con-
verge também no disco aberto |z| < |a| (ndo é <!). Prova-se
também que se S(z) diverge em z = b, entdo diverge também
em |z| > |b| (ndo é > ).

Fica-se inicialmente com o ’anel aberto de divida’ |a| <
|z| < |b|. Este anel pode ser encolhido passo-a-passo as-
sim: escolhe-se um ponto médio z com |z| = 1(|a| + [b]) e
averigua-se a convergéncia/divergéncia do S(z) 14; com isso,
a espessura do anel de ddvida fica encolhida a metade da
espessura inicial; repete-se isso ad nauseam, e finalmente
ficamos com um disco de convergéncia com raio |z| = R;
ele separa a regido de convergéncia |z| < R da regido de di-
vergéncia |z| > R.

H4, porém, um modo muito mais rdpido de se ter o raio
R do circulo de convergéncia; ele € dado pelo Teorema de
Cauchy-Hadamard [3, p. 87]

R~ =limsup, ,../|cal: (44)

relembremos que limite superior de um conjunto infinito
de nimeros reais em um intervalo finito é o ponto de
acumulacdo de maior valor presente nesse intervalo. No
caso, o conjunto infinito é o dos valores reais {/|c,| para
valores de n cada vez maiores.
e  Por exemplo, seja a série

S(z) = 14 (2/2)* 4 (z/3)> + (z/2)* + (z/3)° +---; (45)

neste caso, ¢ = (1/2)%, ¢3 = (1/3)3, c4 = (1/2)*, ... , ou
ainda, para n > 1, ¢p, = (1/2)*" e conr1 = (1/3)**!. Para
0s ¢, com k = par se tem o ponto de acumulacao

. 2n . S T 2n 2n
I}E)Iolo V |62n|*r}1_1>130 \/ (1/2) *1/27 (46)

e para 0s ¢y com k = impar se tem outro ponto de
acumulacdo,

lim *"V/|cont1] = lim MRI(1)3)2n = 1/3; (47)

n—oo

como 1/2 > 1/3, o limite superior é 1/2, portanto o raio de
convergéncia de (45) é R = 2. °

Falta averiguar a convergéncia/divergéncia de uma série
sobre o circulo de convergéncia |z| = R. H4 trés possibi-
lidades, exemplificadas nos exemplos particulares de séries
abaixo, nos quais R € unitario [1, p. 113]:
1) S(z) =z+2%/4+73/9+--- converge em todo o circulo;
2)S(z) =z+72/2+7%/3+--- converge se 7 # 1 porém ex-
plodeemz=1;
3)S(z) = 14+z+7>+7° +--- diverge em todo o circulo; em
particular, explodeem z = 1.

A.EF. Teixeira

12. SINGULARIDADES

E muito raro que uma fungdo complexa seja analitica.
Por isso, se uma fungdo for analitica em uma regido, ex-
ceto em alguns pontos dispersos, dizemos tratar-se de funcao
analitica com singularidades. Tais ‘novas’ func¢des analiticas
sdo muito tteis na Fisica, e serdo também designadas sim-
plesmente por fungdes analiticas.

Convém conhecermos o comportamento das funcdes
analiticas na vizinhanca de seus pontos de singularidade.
Preliminarmente, relembremos que na vizinhanga de um
ponto a de ndo-singularidade (ou de regularidade) a funcdo
permite expansdo em série de Taylor

fR)=co+ci(z—a)+crlz—a)+--, (48)

sendo ¢, = ndmeros complexos finitos. Em particular, f(z) é
finita nos pontos de regularidade. O célculo dos coeficientes
¢, sera dado na (55).

Os pontos z em que f(z) possa ser singular sdo classifica-
dos em 3 tipos: polos, singularidades essenciais, e pontos de
ramificacdo [3, p. 149].

Polo: ¢ um ponto z = a em cuja vizinhanga ocorre f —
oo, portanto a fung@o analitica f ndo pode ser expandida em
série de Taylor (48); mas ela pode ser expandida em série de
Laurent

fr— 76'7” e 7(:72 C71
&)= (z—a)" T (z—a)? z—a “9)
+(Taylor (48)), 1<n<eo,

em que os coeficientes complexos c_ sdo finitos. O calculo
desses coeficientes serd dado na (56). No caso (49), sendo
c_yn # 0, dizemos que a é um polo de ordem n para a f(z) .
Notamos que embora f(a) seja infinito, a quantidade (z —
a)"f(z) = c_p é finita quando z — a. Qualquer que seja a
ordem n do polo, o coeficiente complexo c¢_; (denominado
residuo da fungdo analitica f no ponto z = a) é de grande
importancia, como veremos na se¢io 13.

Singularidade essencial: ¢ um ponto z = a em cuja
vizinhanga a fun¢do analitica f vai a infinito, como se a fora
polo; porém agora nio h4 valor finito de k tal que (z—a)* f(z)
seja finito quando z — a . Dizer-se simplesmente que singu-
laridade essencial € polo de ordem infinita ndo faria justica
ao extraordindrio comportamento da fun¢do na vizinhanga de
uma singularidade essencial [2, p. 511].

Um exemplo muito popular de singularidade essencial
ocorre em z = 0 para a funcio analitica f(z) = e'/?; a in-
finitude de f conforme nos aproximamos de z = 0 por um
caminho na regido x > 0 nao é removida (anulada) pela
multiplicagio por nenhuma poténcia z* com k finito; tal fato
indica ndo se tratar de polo.

Mas a fungdo f(z) = e!/? nos reserva surpresas: se nos
aproximarmos de z = 0 ao longo do eixo y, em qualquer dos
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sentidos, encontramos sempre |f| = 1; e se nos aproximar-
mos de z = 0 por um caminho na regido x < 0, veremos que
|| diminui até zero.

Picard demonstrou que toda fun¢@o analitica tem um com-
portamento semelhante ao descrito acima, na vizinhanca de
uma singularidade essencial. Mostrou também que todos
os valores complexos (inclusive os reais e os imagindrios
puros) de f(z) ocorrem nessa vizinhanga, mesmo bem pe-
quena; ainda, todos esses valores, exceto um (ou dois, em
casos bem especiais), ocorrem infinitas vezes.

Ponto de ramifica¢do: Consideremos f(z) = z!/° ; como
a derivada f’ = (1/3)z~%/3 ¢ infinita em z = 0, este ponto é
de singularidade para z'/3. Mas esta singularidade ndo é um
polo, de vez que ndo se pode descrevé-la via uma expansao
de Laurent (49), e claramente tampouco é singularidade
essencial. Escolhamos a forma polar z = re’® para melhor
apreciarmos esta singularidade. Em um ponto z9 = [rg, 6]
com 0 < 6y < 21, temos z!/3 com o bem-definido valor
o= Irel%/3 Se partirmos de zg e percorrermos um lacete
simples que ndo contorne o ponto z =0, e progressivamente
coletarmos os valores de z!/3 com variacdo continua, reen-
contraremos o valor o no retorno a zp. Se porém o lacete
simples contornar o ponto r = 0, no sentido positivo, en-
contraremos no retorno a zo o valor oe’2%/3 | que difere do
valor o inicial; com mais uma volta, encontraremos o€’ 4m/3 s
diferente dos dois anteriores (ot e aei2m/ 3); somente com-
pletando uma terceira volta reencontraremos o valor o ini-
cial. Como um mesmo valor de z permite mais que 1 valor
de z'/3, ndo podemos dizer que z'/3 ¢ uma funcdo; dizemos
tratar-se de uma multifungdo. E dizemos que z = 0 é ponto de
ramificacdo para a multifungdo analitica z'/3 | e que o plano
{x,y} se replica em 3 folhas para exibir essa multifungéo. A
passagem de uma folha para outra se faz através de uma linha
(ou corte) de ramificagcdo que parte de z = 0. Um tal arranjo
de réplicas do plano z, costuradas ao longo dos cortes, é de-
nominado superficie de Riemann da multifungao.

Outro exemplo de multifuncdo analitica é logz = logr +
i(0+2km), k=0,+1,£2,---. Ela tem ponto de ramificacdo
r =0 e usa uma infinidade de réplicas do plano {x,y}; o corte
de ramifica¢do geralmente é tomado no semieixo x positivo,
quando entdo a folha k = 0 é denominada folha principal.

1/3

13. RESIDUO

Consideremos a fungao f(z) = 1/z; ela é meromorfa com
uma unica singularidade, um polo de ordem 1 em z =0.
Vamos calcular §Yz’ldz, sendo Y o circulo unitério centrado

na origem; entio z = ¢’ e dz = ie’d#, e portanto

2n . . 27
f 7z = / (e~®)(ic®de) — / id8 = 2mi.  (50)
Y 0 0

13

Note-se que qualquer outra poténcia inteira de z, positiva ou
negativa, da resultado nulo:

fz"dz:O, n#—1. (&)
Y

Seja agora f(z) meromorfa com polo em z = a, expresso
como na série de Laurent (49); os resultados (50) e (51) in-
dicam que

f F(2)dz = 2mic_y, (52)
Y

em que Y é um lacete simples envolvendo o polo z =a e
nenhuma outra singularidade. O coeficiente c_; é chamado
residuo da fungéo f(z) no polo z =a.

A (52) € valida também para singularidades essenciais.
Por exemplo, el/Z tem singularidade essencial em z =0, e
sua expansdo em série (a rigor, valida sé para |z| > 1)

1

11
Ve 1424 4+~ 4 ... 53
© R TR T (>3)

da residuo c_; = 1. Com efeito, um calculo numérico da

74 e!/2dz = 2mi, (54)
Y
sendo y um circulo unitdrio com centroem z = 0.

Os resultados (50) e (51) nos permitem obter também os
coeficientes c; da série de Taylor (48):

Cr = ! ?{f(z) dZ,

—% (Z—a)k+l k:0,1,27..., (55)

onde 7y € um lacete simples envolvendo o ponto a e nenhuma
outra singularidade; perceba-se que somente o termo c(z —
a)¥ da (48) contribui para a integral.

Igualmente, os coeficientes c_j; da série de Laurent (49)
sdo obtidos como

1

C_|= —
= omi

?{(z—a)k_lf(z)dz, k=nn—1,---,1, (56)
Y

onde ¢ um lacete simples envolvendo o ponto a , e nenhuma
outra singularidade; note-se que somente o termo ¢_x/(z —
a)k da (49) contribui para a integral. Certamente a (55) e
a (56) podem ser juntadas em uma sé equagdo, mas nio o
foram para facilitar a compreensao.

4. c<=2¢

E bem conhecida a correspondéncia entre um ndmero
complexo ¢ e um vetor 2D real ¢:

. - Cx ) .
c=cyticy 7= (cy)’ (57)
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embora essa correspondéncia nos permitisse abolir as setas
indicativas nos vetores, nds as manteremos para facilitar a
compreensdo. Definimos também o vetor 2D real za partir
de ¢, o complexo conjugado de c:

— . = C
CZCx—le<:>C=( z) (58)
—c,
Vocé certamente sabe que o produto escalar de dois ve-
tores reais € um nimero real:

- (@ . (Z}) — abi+ahy; (59)

mas talvez nunca tenha percebido que também o ’produto
vetorial em 2D’ é um ndmero real:

47 a b
ixb= <a;> X (bj) = ayby —ayby. (60)

Combinagdes de (57) — (60) produzem um interessante re-
sultado: podermos exprimir o produto de dois nimeros com-
plexos,

ab = (ax+iay)(by+iby) (61)
= (axby —ayby) +i(acby +ayby),

como somas de produtos escalar e vetorial:
ab=a-b+iaxbbemcomoab=a-b—iaxb; (62)

em ambas (62) nés vemos que a parte real do produto ab é
expressa por produtos escalares, enquanto a parte imagindria
usa produtos vetoriais.

Notamos as igualdades entre médulos de vetores reais e
médulos de nimeros complexos:

&] =2 =c| = [e] = \[/ex2+¢,2. (63)

Para uso futuro: no plano cartesiano {x,y}, considere uma
linha orientada; em cada ponto dessa linha nds definimos o
vetor tangente unitirio 7' e o vetor normal unitirio N, rela-
cionados como 7' = iN ; aqui i indica rotagio de 7/2 a es-
querda (anti-hordria, positiva). Com esta convengdo, para
qualquer vetor ¥ em qualquer ponto da linha ocorrem (veja a
Figura 17)

V-N=9xT, v.T=—V¥xN. (64)

15. FLUIDOS BIDIMENSIONAIS

Relembremos que os campos de velocidade V(x,y) esta-
ciondria irrotacional de fluidos incompressiveis em regides
sem fontes difusas ou sumidouros difusos t€ém equacdes

otV =0 e divl =0: (65)

A.EF. Teixeira

T=iN

e N

Figura 17: Posicionamento relativo dos vetores unitarios 7 e N.

T=iN

de aqui em diante designaremos fontes e sumidouros sim-
plesmente como fontes — os sumidouros seriam como fontes
negativas. Ora, tendo uma fungdo conforme f(x,y) =
u(x,y) +iv(x,y) nés definimos os campos vetoriais bidimen-
sionais reais

U(x,y) := gradu = (Zx> e V(x,y) := gradv= (:x> .(66)
¥

Y

Ambos campos séo irrotacionais, rot U:= Oxity—Oyuy=0e
rotV := v, — dyv = 0, e a harmonicidade de u e v impli-
cam terem divergéncia nula, ambos: div U := dyu , +yu , =
0e divV := 9w, +0dyv, = 0. Portanto ambos campos U e
1% podem representar velocidade irrotacional de fluidos bidi-
mensionais incompressiveis sem fontes difusas.

Ainda, as condi¢oes de Riemann u , =v e u, = —v, im-
plicam a igualdade dos médulos dos campos em cada ponto
[y,

U (x,y)| = [V(xy)l, (67)

como jd anunciado em (22).

A fungdo harmoénica u(x,y) é chamada potencial do
campo de velocidades U (x,y); as linhas u(x,y) = const sdo
chamadas equipotenciais de U, e sdo as linhas de campo
da velocidade V. Igualmente, a fungdo harmdnica v(x,y) é
chamada potencial do campo de velocidades V (x,y), e as li-
nhas v(x,y) =const sdo chamadas equipotenciais de V e sdo

as linhas de campo das velocidades U.

15.1. Exemplo 1

Como exemplo simples, seja f(z) =z, ou f(x,y) =x+iy.
Entdo u = x e v =1y. Os campos vetoriais correspondentes
serdo U = gradu==%Xe V= gradv = §. As linhas x =const
sdo as equipotenciais do campo vetorial U e sdo as linhas de
campo de V; e as linhas y =const sio as equipotenciais do
campo vetorial V e sdo as linhas de campo de U. Ambos
campos tém intensidade unitéria, |U| = |V| = 1.

O campo vetorial U pode representar uma corrente d’dgua
estaciondria com velocidades de de valor unitdrio na direcdo
X; as equipotenciais do campo U claramente sdo as linhas
verticais u =const.
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15.2. Exemplo 2

Outro exemplo simples € f(z) = 1/z = (x—iy)/ (x> +y?),
que dd u = x/(x> + y*) =const como as linhas de campo do

campo vetorial V = gradv, e dd v = —y/(x> 4+ y*) =const
como as linhas de campo do campo vetorial U= gradu.
Os médulos dos dois campos sdo |U| = [V| = r~2. Veja a
Figura 18.

Y

Figura 18: Refere-se a fungéo analitica f(z) = 1/z. Os circulos
com linhas continuas t&ém u =const, e indicam a orientac¢do local do
campo V; e os circulos com linhas interrompidas tém v =const,
e indicam a orientacdo local do campo U. Cada campo seria o
campo elétrico associado a uma reta de dipolos elétricos, orientada

na direg@o 2.

15.3. Exemplo 3

Este exemplo combina os dois anteriores: seja f(z) =
z+ 1/z, que dd linhas de campo do campo vetorial U
como v(x,y) =y —y/(x? +y*) =const. Veja essas linhas na
Figura 19.

16. O OPERADOR V COMPLEXO

Para evitar ambiguidades, vamos denotar como grad, div e
rot os operadores diferenciais conhecidos nas fungdes e ve-
tores reais bidimensionais; assim,

grad¢ := (gﬁ) , diviii= 0wy +dyvy, (68)

rot¥ := dyvy, — 0yVy
y — OyVx,

15

Figura 19: Superposicdo de um campo vetorial uniforme X vindo de
f(z) = zaum campo dipolar vindo de f(z) = 1/z; na superposicéo,
percebe-se um circulo de raio unitirio separando as regides de pre-

dominio de um ou outro campo.

sendo ¢, v, e vy funcdes reais. Repare-se que ndo somente
div v € um campo escalar real em 2D, mas também rot v o é.

Como o campo vetorial 2D real grad ¢ pode ser manipu-
lado como uma funcdo complexa dy0+idy ¢, nds somos ten-
tados a definir o operador nabla complexo V, e o operador
nabla complexo conjugado V,

V:=0,+idy, V:=0,—idy, (69)

e os correspondentes operadores vetoriais reais

- ax = ax )
Vi (3). ¥ (%) (70

note-se que 6(1) coincide com grad ¢ para ¢(x,y) real.
Sendo f = u+iv uma fun¢do complexa analitica ou ndo,
ocorrem

Vf=Vu+iVv=Vu+ (Vvrodada m/2); 71)

repare-se que embora u e v sejam fun¢des reais, Vu e Vv sdo
fungdes complexas (ou, equivalentemente, campos vetoriais
reais). Ocorre

V= (3 +idy) (u+iv) = (dytt — dyv) +i (d,v+ dyua)

)2 6) ()

Vi=divf—irotf;  (72)
Vf= divar irotf.

ou seja,

correspondentemente,

O operador V tem vdrias propriedades andlogas as das
derivadas usuais:

V(f+g) =Vf+Vg, V(fg)=fVe+egVf: (73)
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note-se ainda o laplaciano VV = A =VV .

Relembremos que, quando f(x,y) = u(x,y) +iv(x,y) for
analitica, o correspondente vetor real f =ux+vyterd divf =
Uy +vye rotf = v, — uy, ndo-nulos em geral. Mas o vetor as-
sociado a fungdo complexo conjugada, f = u(x,y) —iv(x,y),
que € o vetor real f = uf— vy, tem divf = u, — vy e rotf =
—Vx — Uy, ambos nulos pelas condlgoes CR. Ass1m se f for

analitica, e portanto ocorrerem div f Oerot f 0, entdo as
(72) dardo
Vi=0 e Vf=2f. (74)

A equacdo (74a) é uma formulagdo bem elegante para
analiticidade. Essa analiticidade ndo implica as fungdes
complexas Vu e Vv serem nulas, e sim implica Vv =iVu.
Sendo f analitica, entdo também suas derivadas o sdo, e
portanto todos os gradientes complexos V', Vf".. séo
também nulos. E também Vf' =2 7", Vf' = 2f”’
ainda, para f analitico,

Vflglxy)]=1d

a analiticidade de f € aqui exigida a fim de que exista a
derivada df/dg; entretanto, analiticidade de g(x,y) ndo é
exigida para fins de (75).

f(g)/dg]Veg(x,y); (75)

17. SINGULARIDADES NO INFINITO

E possivel e muito interessante, estudar-se o compor-
tamento de uma funcdo complexa analitica no infinito do
plano complexo. Para tanto, primeiramente estendemos (ou
fechamos) o plano complexo adicionando-lhe o ponto no in-
finito z... Em seguida associamos a cada ponto finito z o
ponto ¢ = 1/z e criamos a fun¢do analitica g(z) := f(1/z).
Por exemplo, se f(z) = 27> +sinz !, terfamos g(t) = 2/1> +
sint . Diremos que f(z) é analitica em z.. se g(r) for analitica
em? =0; e diremos que f(z) tem certo tipo de singularidade
em z.. se g(t) tiver aquele tipo em 7 = 0. Entdo as singulari-
dades de f(z) em z. podem ser polos, singularidades essen-
ciais, e pontos de ramificacdo.

Vejamos primeiro um caso de fungio f(z) sem singulari-
dade em z..: como o polinémio g(t) :=co+cit +cat> +---+
cpt" é regular em ¢ = 0, também o polindmio em 1/z

f@)i=co+ci/z+cr)++cn /T (76)

¢é regular em Z.. .
Agora vejamos o caso em que g(7) é uma série. Se a série

Y e (77)
n=0

g(t)i=cotcit+ct’+---=

A.EF. Teixeira

for analitica em 7 = 0, entdo ela serd convergente para ¢ den-
tro de um circulo suficientemente pequeno com centro em
t = 0. Em consequéncia, a série

» C oo ~
f@=at Tt 3= S (78)

n
n=0

serd convergente para z fora de um circulo suficientemente
grande com centro em z = 0; e a fungdo f(z) serd analitica
em Ze., onde se terd f(z.) = co . Note-se que zf(z) divergird
em Z.., mas z>df(z)/dz ‘existird’ em z.., valendo o negativo
do residuo c;.

Vamos agora ver um exemplo de fungéo f(z) com polo em
Zeo? COMO

g(t) :=co+eci/t e/t 4 +ep/t" (79)
tem polo de ordem m em t = 0, ent@o o polindmio
f@)i=cotciz+e+-Fcnd" (80

tem polo de ordem m em z.. . Tem também m zeros na regido
finita, incluindo as possiveis multiplicidades.

Essa igualdade de quantidade de polos e zeros (todos
contados com multiplicidades) ocorre também nas fungdes
racionais

co+ciz+ - +cmi”
= ; 81
TO = o diat+dy? 81

com efeito, f(z) sempre tem m zeros e n polos na regido com
z finito; se m > n entdo ocorrerdo m — n polos adicionais em
Zw, dando um total de m polos e m zeros no plano complexo
estendido; se porém n > m entdo ocorrerdo n — m zeros adi-
cionais em Z., dando um total de n polos e n zeros. Em
ambos casos, portanto, a quantidade de polos iguala a quan-
tidade de zeros (sempre contados com as multiplicidades) no
plano complexo estendido.

A constatacdo de que as quantidades de polos e zeros de
uma funcdo analitica € igual nos indica que as fungdes sinz,
cosz, sinhz e coshz todas tém uma singularidade essencial
em Ze. Isso porque ha uma quantidade infinita de zeros na
regido finita, e nenhum polo nessa regido; essa infinitude
deve ser compensada por uma infinitude de polos em z.., ou
seja, um polo de ordem infinita (uma singularidade essen-
cial).

Também e tem singularidade essencial em z.., de vez que
e!/zatememz=0.

Para completar, vejamos dois exemplos de fun¢des com
ponto de ramificagio em z... O primeiro exemplo é f(z) =
ZX, com k ndo-inteiro; de fato, como (1 /z)k =z ¥ tem ponto
de ramificacdo em z = 0, entao 7 o tem em z.. O outro
exemplo é f(z) =logz: como log(1/z) = —logz tem ponto
de ramificagdo em z = 0, entdo logz o tem em Ze..

Apéndice A: Analiticidade de f(x)
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Seja a fungdo f(x) real analitica num intervalo aberto R da
reta real. Sejam dados os valores de f(x) num ponto a € R
e nos seus vizinhos imediatos a F €, a F2¢, a F 3¢, ..., em
que ¢ ¢ infinitesimal. Ou seja, sejam-nos dados a conhecer
os nimeros reais f(a), f(aFe), f(aTF2e), flaF3e), ..
Com esses valores, em quantidade infinita, enfatize-se, va-
mos conhecer f(x) em toda a regido K mediante a expansio
de Taylor eq. (2).

Por definicdo, as sucessivas derivadas da fun¢do em a sdo

flate)—f(a—e) f'(ate)—f(a—¢)

2¢ 2¢ ’
(82)

7 f”(a) =

flla)=

priay = LS00

A derivada primeira f'(a), exposta na (82a), estd pronta
para ser usada na (2), pois contém somente f(a F€), am-
bos conhecidos. Mas a derivada segunda f”'(a), exposta na
(82b), requer os valores ainda desconhecidos das derivadas
primeiras em a + € e a — €. Estes sdo

fla+2¢)— f(a)

fla+e)= o (83)
e f/(a_e):f(a)_géa_28)7
portanto a (82b) agora se escreve
= a2 2@ b a2

4¢2 ’
pronto para uso na (2). Procedendo analogamente para
obtengdo de f"(a), encontramos

m, «_ fla+3e)=3f(a+e)+3f(a—e)—f(a—3¢)
1"(a)= -

onde reconhecemos os coeficientes binomiais [1, —3, 3, —1]
da expansio de (I —x)3. Comparando a sequéncia
f(a), f"(a), f"(a) percebemos o modo como rapida-
mente obter todas as demais derivadas f (a), f (a)---
necessdrias para uso na (2). Este procedimento evidencia
que efetivamente o conhecimento dos valores de uma funcio
analitica f(x) na vizinhanga infinitesimal de um ponto de
acumulagdo € suficiente para se obter os valores em toda a
regido de analiticidade da fung@o.

; (85)

Apéndice B: Hiperbolicidade
O elemento de linha da superficie dada por z = f(x,y) é

(dD)? = (dx)* + (dy)* + (d2)?, (86)
com dz= fdx+ f,dy;
e a curvatura gaussiana da superficie é
o Sty =)’ -

[+ (2 + ()2
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Como nas fungdes harmonicas ocorre f,, = —f,., nelas
ocorre Cg = 0 somente se fyx = fry = 0, que implica li-
nearidade de f em ambos x e y; e ocorre Cg < 0 nos casos de
f nao-linear.

Apéndice C: Dirichlet retangulo
No plano [x,y] considere o retdngulo de lados L e H, como
na Figura 20. Uma fungdo harménica h(x,y) existe no
retangulo, com valores 0 nos lados x =0,y =0,x =1L, e
com valores reais f(x) ao longo do lado y = H. Segundo o
teorema de Dirichlet, a funcdo harmonica € Unica, e quer-se
saber como ela é.

Tentamos (e seremos bem sucedidos) uma solucdo com
separagdo de varidveis

h(x,y) = i ha(x,y),  ha(x,y) = X0 (X) Yo (), (88)
n=1

onde cada h,(x,y) é fun¢do harmonica; apds algum alge-
brismo simples envolvendo os valores de A(x,y) nas bordas
obtemos [2, p.421]

sinh(nmy/L)

sinh(nmH /L)’ (89)

h(x,y) = i ¢y sin(nmx /L)

n=1

Cn= %/()Lf(x) sin(nmx/L)dx.

A Figura 20 d4 algumas curvas h(x,y) =const para o parti-
cular caso (89) quadrado L = H = 1 com f =const= 1, caso
em que ¢, = 0 para n par e ¢, = 4/(nm) para n {mpar.

Yooh=10 1L
]
.6
H 4 H
=0l .2 =0
1
0 =0 L 17

Figura 20: Funcdo harmonica (89) no interior do quadrado, com

f =const= 1; algumas linhas com A(x,y) = const estéio assinaladas.

Apéndice D: Dirichlet anel

Em um circulo com raio r; , centrado em r = 0, € colocada
uma fungdo real f1(¢); em outro circulo, concéntrico, com
raio rp > ry, é colocada outra fungéo real f>(@); no anel en-
tre os circulos hd uma fungéo harménica i(r,@) com valores
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S1(9) e f2(9) nos circulos. Quer-se essa fung@o, que € dnica.
Tentamos a decomposi¢ao

hrg)= Y Ra(1®u(9). (90)
n=0

e impomos A[R,(r)®,(¢)] = 0, encontrando [2, p.425]
h(r,@) = (ap+bologr) (91)

+ Z [(anr™ + byr~") cosn@+ (cur" +dyr™") sinng]
n=1

naregido r; <r < ry. As constantes ag, by, an, by, cn,dy (n =
1,2---) sdo obtidas, aos pares, de

1 21
ao+bologr = o /0 A(9)do, 92)

1 2
ag+bologry = ﬁ/o f(¢)do,

1 21
anri +b,r" = E/o f1(@)cosnpde, (93)

1 2n
anry +byry" = A f2(@)cosnede,

1 21

eari +dpr" = [ fi(@)sinnede, (94)
1 27

Cals +dpry " = A Sf2(9)sinnede.

Vamos estudar o caso especial f1(@) = cos@ e f2(9) =
sin@. Entdo as (92) dao ag = by = 0. E como

21 2n
/ cos@cosn@de = / sin@sinnede =7nd!  (95)
0 0
271 21
e / sin@cosn@dQ = / cos@sinn@de =0, (96)
0 0
obtemos como unicos coeficientes ndo-nulos os seguintes:

ay=—1/3, by =4/3, c1=2/3, dy=—-2/3. (97
A fungdo harmonica buscada € entdo
1 ) 2 .
h(r,9) = § r(2sin@ —cos@) + —(2cos@ —sin@) | . (98)
r
A Figura 21 mostra algumas linhas A(r, ¢) =const para esta
fungdo no espago entre 7y e 3.

Apéndice E: Dirichlet disco
Tome-se | = 0 no anterior, que transformara o anel em um
disco com raio r;, centrado em r = 0. As equagdes (92) —

A.EF. Teixeira

-1

Figura 21: Alguns valores constantes da funcéio harmonica (98) en-
tre os raios r; = 1 e ry = 2, sendo f1(@) = cos@ e f>(9) = sin@.
Note o estranho comportamento da fun¢do harménica h(r,@) na
vizinhanga do ponto = /2, ¢ = T/4, quando & = 2/3, e também
na vizinhanca do ponto = v/2, ¢ = 5%/4, quando h = —2/3.

(94) entdo exigem by = b, =d, =0 paran =1,2,--- para
serem finitas. Dai, em r < r, [2, p.426],

h(r, @) = ho+ Z (:2) [A,cosn@+ C,sinng]  (99)
n=1

1 2n

Av=— | fr(@)cosngdo, (100)
1 21 )

C,=— S2(9)sinn@de.
T Jo

Note-se que hg € o valor de & no centro » = 0 do disco, e € a
média de /4 na borda do disco. Adiante veremos que Poisson
simplificou muito esse resultado.

Se escolhermos f>(¢) = sing, entio A, =0 e C, = 3},
0 que dd a fun¢do harmoénica A(r,@) = (r/r;)sing@, ou h =
y/r2, no disco.

Apéndice F: Dirichlet fora de circulo
Tome-se r, = oo no Dirichlet anel, o que impde by = a, =
cp=0paran=1,2,---.Dal,emr>rieparan=1,2,---,

h(r, @) = heo + Z (%)n [B,cosn®+ D, sinng], (101)

n=1
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fi1(@)cosnody, (102)

1 2 )
Sf1(9)sinnede.

Note-se que /., 0 valor de & no infinito, € a média de 4 no
circulor=ry.

Se escolhermos f;(¢) = sin@ entio B, =0e D, =3} o
que dé a fungdo harmonica A(r, @) = he + (r1/r) sin@, com
valor 4., no infinito. Veja a Figura 22.

Y

Ny
N

Figura 22: Alguns valores constantes da fun¢do harmonica h(r, @) =

(1/r)sing fora do disco unitdrio, com valores sin® na borda do

disco.

Apéndice G: Integral de Poisson
Metendo-se as (100) na (99) e reordenando fica-se com

h(r,e)=%/0

mas a soma €

+Z( ) cosn(Q— 6)] de; (103)

=0
1
e com isso a (103) fica
f(9)

a2 _ 1"2 /ZT[

2 Jo a?-—
para r < a. Essa seria a temperatura no ponto [7,0] se no
circulo ela fosse mantida f(@) permanentemente.

h(r,8) = de, (105)

2arcos(@ —0) + r?
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Apéndice H: Um desafio

Sabe-se que os valores que uma fun¢do analitica tem em dada
linha, mesmo que bem pequena, ndo podem corresponder a
nenhuma outra funcao analitica.

Em consequéncia, dada uma fung¢do complexa qualquer
g(x,y) sobre um arco de linha, em geral ndo hd fungio
analitica f(z) que coincida com aquela g no arco. A prova
disso é bastante simples: tome-se um trecho do arco, e
suponha-se que exista f(z) que coincida com g nesse trecho;
entdo essa f(z) fixa valores complexos em toda a regido de
analiticidade, inclusive no pedago do arco restante. Esses
ultimos valores ndo coincidem em geral, com os de g no
pedaco restante.

Sabedor disso, eu me propus o seguinte desafio: seja dada
no plano {x,y} uma linha de qualquer comprimento, us-
ando um parmetro A real: x = X(A), y =Y (A). Sobre
essa linha seja dada uma fungdo complexa F(A) = U(A) +
iV (L) . Quer-se saber quais relagdes devem ocorrer entre as 4
fungdes reais {X (1), Y(A), U(A), V(A)} para existir fun¢do
analitica f(x,y) que coincida com a F (L) sobre a linha dada.

Caso haja tal funcdo analitica, podemos obté-la expres-
sando U(A) e V(A) como funcdes u e v de X(A) e Y(A)
unicamente, fungdes tais que U = u(X,Y) e V = v(X,Y)
satisfacam as condi¢des de Cauchy-Riemann ux = vy e
uy = —vyx. Ouseja, u(X,Y) e v(X,Y) seriam harmonicas
em X e Y. Essas fungdes u(X,Y) e v(X,Y) indicam a
forma das fungdes u(x,y) e v(x,y), as componentes da fungido
analitica f(x,y).

Percebe-se que uma estratégia para obter a funcdo
analitica (caso ela exista) é tentar exprimir F(A) como uma
fungdo F(A) = F(X(A) +iY(A)); isso é feito nos trés exem-
plos a seguir, dados para ilustracdo, nos quais ha a funcdo
analitica.

Exemplo 1: seja a linha X(A) = A, Y(A) = 0,
que claramente se estende sobre o eixo x; e seja
dada a fun¢do real F(A) = sinA, definida sobre a
linha. Como coshY(A) =1 e sinhY(A) =0, podemos es-
crever F(A) = sinX(A)coshY (A) + isinhY(A)cosX(A) =
sin(X (A)+iY()A)), indicando a existéncia da funcéo analitica
f(x,y) =sin(x+1iy), que tem na linha aqueles valores F (1) .

Exemplo 2: a linha seja o circulo com raio unitdrio
centrado em [2,0], dado por X(A) =2 +cosA, Y(A) =
sin); e seja dada a func¢do complexa F(A) = e+ sobre
o circulo; reescrevendo esta na forma F(A) = g2tcoshtisind
vemos que F(A) = eXM+¥(R) implicando a fung¢do com-
plexa f(x,y) = "™, que ¢ analitica.

Exemplo 3: seja dada a linha X(A) = A+ A%, Y(A) =
A —A2, e seja dada a fungiio complexa F (L) = 4A> +2iA* (1 —
A?). Vemos que F(A) = X2(A) — Y2(A) +2iX(M)Y (L) =
X (27L) +iY(\)]?, indicando a fungio analitica f(x,y) = (x+
iy)-.
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