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Curvaturas e torções, sem maiores pretensões

Curvatures and torsions, it’s show time
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Resumo: Começamos apresentando de modo claro a matemática relacionada a curvas em um plano euclideano;

visitamos evoluta e involutas dessas curvas, e seus cı́rculos osculadores. Depois, no espaço tridimensional

euclideano, estudamos curvaturas e torções de linhas; descrevemos o triedro movente, as fórmulas de Serret-

Frenet, o vetor de Darboux, indicatrizes esféricas, esfera osculadora, e curvas esféricas. No final, estudamos

com detalhe a geometria do sacarrolha usual.
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Abstract: We make a clear presentation of the mathematics related to curves in Euclidean plane; we visit evolute

and involutes, and osculating circles. We also study curvature and torsion of lines in Euclidean tridimensional

space; we describe moving trihedron, Serret-Frenet formulas, Darboux vector, spherical indicatrices, osculating

sphere, and spherical curves. We finally study with detail the geometry of the usual corkscrew.
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1. INTRODUÇÃO

Muitas vezes, relendo sobre curvas e superfı́cies, senti-
mos reviver nossa satisfação pela companhia da geometria.
Tópicos meio esquecidos, tais como curvatura e torção de
linhas no espaço euclideano, triedro movente e sua ’veloci-
dade’ angular, envolventes, evolutas, involutas, ..., todos são
relembrados com prazer. Nós apostamos que você, se for
fı́sico ou engenheiro como nós, também ficará feliz ao rever
esses itens; eles fizeram parte da nossa formação, em épocas
em que tudo tı́nhamos que absorver às carreiras, com pouco
tempo para degustar os novos conceitos. Nesta despreten-
ciosa monografia nós procuramos dar uma descrição amena
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daqueles tópicos.
É frequente, em textos como este, iniciar-se a apresentação

pelas linhas reversas, e vez por outra especializar-se para as
linhas planas. Entretanto há, nas linhas planas orientadas
(jacentes em uma superfı́cie também orientada, enfatize-se),
um importante conceito que inexiste nas linhas reversas: o
da curvação K. Ela difere da mais conhecida curvatura κ,
por ter um bem definido sinal algébrico. Esperamos que tal
fato justifique a sequência inversa seguida neste texto.

2. LINHAS PLANAS

Imagine um plano, com eixos coordenados ortogonais
[0;x,y] providos de marcações equidistantes unitárias; e re-
presente como x̂ e ŷ os vetores unitários paralelos àqueles
eixos. Então a posição ~r de um ponto no plano é indicada
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como

~r := x x̂+ y ŷ ; (1)

como é usual, uma flecha indica vetor, e um circunflexo in-
dica vetor unitário adimensional. Ainda, dote o plano com
orientação positiva no sentido anti-horário, como indicado
na figura 1 a.

Figura 1: a: Orientação angular do plano [x,y].

b: Curva plana, parametrizada por distâncias, com um vetor

unitário t̂ (tangente) definido em cada ponto.

c: Relações dx/ds = cosφ e dy/ds = sinφ .

2.1. Curva parametrizada por comprimento

Considere uma linha no plano [x,y]. Marque separações
unitárias ao longo da linha, mediante um parâmetro s de
comprimento. Estando parametrizada, a linha é promovida
a curva; expressemo-la do modo ~r(s), ou [x(s),y(s)], e
orientemo-la segundo o crescimento de s. Permitamo-nos
designar sucintamente como ponto s, aquele ponto da curva
com coordenadas [x(s),y(s)].

Como (ds)2 = (dx)2 +(dy)2, se vê que

xs
2 + ys

2 = 1 , ⇒ xsxss + ysyss = 0 , (2)

onde cada s subscrito indica uma derivação d/ds ; ou seja,

r̂s := d~r/ds , xs := dx/ds , xss := dxs/ds , · · · (3)

E como ~rs...s = xs...sx̂+ ys...sŷ, é claro que

| ~rs...s|2 := ~rs...s · ~rs...s = xs...s
2 + ys...s

2,

| ~rs...s|n :=
(√

xs...s2 + ys...s2
)n

; (4)

a propósito, neste texto a operação raiz quadrada é aplicada
somente a quantidades não-negativas, e sempre dará uma
quantidade tampouco negativa.

Um alerta: não podemos arbitrar duas funções reais quais-
quer, x(s) e y(s), e ingenuamente presumir que elas represen-
tem uma curva plana; por s ser parâmetro de comprimento,
as funções precisam previamente obedecer a equação (2a).

Convém ter à mão alguns resultados úteis de produtos es-
calares de r̂s com derivadas superiores ~rss , ~rsss , · · · ; cada re-
sultado é obtido por derivação d/ds do resultado anterior:

r̂s · r̂s = 1, r̂s · ~rss = 0,
r̂s · ~rsss =−|~rss|2, r̂s · ~rssss =−3 ~rss · ~rsss . (5)

2.2. A curvação K

No estudo das linhas orientadas em um plano orientado,
convém definir K(s), a função curvação da curva; diferente-
mente da função curvatura κ(s) ≥ 0 a ser apresentada na
seção 2.6, em cada ponto s a curvação K(s) pode ser também
negativa.

A curvação K(s) indica a intensidade do desvio da linha
orientada para a esquerda ou para a direita em cada ponto s .
Sua definição é (veja a figura 1 b)

K :=
dφ

ds
≡ φs ; (6)

a dimensão de K é portanto ângulo por distância. Vê-se que
K > 0 se a curva plana se volta para a esquerda enquanto s
cresce, e se vê que K < 0 no caso contrário.

Para termos a curvação K(s) em termos de ~r (s) e suas
derivadas, vemos na figura 1 c que

xs = cosφ , ys = sinφ ; (7)

então xss = −φs sinφ e yss = φs cosφ, que implicam φs =
−xss/ys = yss/xs . Finalmente, a definição (6) e alguma
manipulação das eqs. (2) nos dá três expressões equivalentes
para K(s) de uma curva plana, e uma expressão para seu
módulo:

K =
yss

xs
=−xss

ys
= xsyss− ysxss , |K|= |~rss| ≡

√
xss2 + yss2 .(8)

Todo pequeno trecho não reto de uma linha é aproximada-
mente um arco de cı́rculo, denominado cı́rculo osculador à
linha em um ponto p do trecho (veja a figura 2 a). Costuma-
se dizer que o cı́rculo osculador contém 3 pontos da curva.
O centro [X(s),Y (s)] do cı́rculo está no encontro de duas
perpendiculares à linha na vizinhança do ponto p. Um me-
ticuloso exame de sinais nas figuras 2 a e 2 b mostra que as
coordenadas do centro da curvatura são

X = x− ys

K
≡ x− yφ , Y = y+

xs

K
≡ y+ xφ , (9)

onde o subscrito φ indica derivação d/dφ. Percebe-se na
figura 2 a que o raio ρ do cı́rculo osculador satisfaz ρ2 =
(X − x)2 + (Y − y)2 = 1/K2 e portanto é ρ = 1/|K|; e a
figura 2 b evidencia que, consistentemente, ρ = |sφ|. En pas-
sant, as estranhas fórmulas X − x = −yφ e Y − y = xφ

parecem ser novas na literatura.
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Figura 2: a: Duas perpendiculares a uma curva plana, em pontos

vizinhos a um ponto p = [x,y], marcam o centro [X ,Y ] do cı́rculo

osculador à curva em p , com raio ρ .

b: Grandezas geométricas que justificam as eqs. (9).

c: Cı́rculo x2 + y2 = a2, representado pelas duas funções y±(x) :=

±
√

a2− x2 ; o semicı́rculo orientado superior tem curvação K neg-

ativa, e o inferior, positiva.

2.3. Curva com parâmetro qualquer

Quando o comprimento s resulte pouco prático para
parâmetro de uma dada linha, buscamos algum parâmetro
real q mais apropriado. A curva plana é então descrita
do modo~r(q) , ou [x(q),y(q)] , e convencionamos orientá-la
pelo crescer de q .

O elemento de linha passa a ser

ds =
√

xq2 + yq2 dq , ⇒ sq =
√

xq2 + yq2 , (10)

em que um q subscrito indica uma derivação d/dq .
Como as funções x(q) e y(q) são conhecidas, também o é a

função derivada sq(q); esta função, sempre positiva, permite
fácil conversão das derivações d/ds, que estivemos usando
até aqui, para as derivações d/dq, do modo

d/ds→ (dq/ds)d/dq≡ (1/sq)d/dq ; (11)

uso repetido da (11) nos dá algumas conversões de uso fre-
quente:

r̂s→ ~rq/sq , ~rss→ ~rqq/sq
2−~rqsqq/sq

3 , (12)

~rsss→ (1/sq
3) ~rqqq−3(sqq/sq

4) ~rqq +(3sqq
2/sq

5− sqqq/sq
4)~rq.

E convém ter à mão duas relações simples, vindas da eq. (5),
que simplificam longas expressões:

~rq ·~rq = sq
2, ~rq · ~rqq = sqsqq . (13)

Por exemplo, levando as eqs. (12) às eqs. (8) para a
curvação K(s) obtemos várias expressões equivalentes para
a função curvação K(q) , e uma expressão para o raio da cur-
vatura ρ(q):

K =
sqyqq− yqsqq

sq2 xq
=

xqsqq− sqxqq

sq2 yq
=

xqyqq− yqxqq

sq3 ,

ρ =
sq

2√
xqq2 + yqq2− sqq2

; (14)

em particular, o centro da curvatura (9) correspondente ao
ponto [x,y] da curva tem coordenadas agora dadas por

X = x−
yq

K sq
, Y = y+

xq

K sq
. (15)

2.4. Usando x como parâmetro

Podemos expressar uma linha plana também do modo
y(x), e orientá-la pelo crescimento de x . Esta convenção para
orientação demanda algum cuidado. Por exemplo, se quiser-
mos descrever o cı́rculo x2+y2 = a2 do modo y(x), precisare-
mos de duas funções: uma das funções é y+(x) :=

√
a2− x2,

que representa um semicı́rculo com raio a > 0 e curvação
negativa K = −1/a, e a outra é y−(x) := −

√
a2− x2, que

gera semicı́rculo com raio a> 0 e curvação positiva K = 1/a.
Veja a figura 2 c.

Formalmente as fórmulas (10)–(15) continuarão válidas,
substituindo-se q→x , e daı́ xq→1 e xqq→0. Em especial, o
elemento de linha e a curvação K(x) agora são

ds =
√

1+ yx2 dx , K =
yxx√

(1+ yx2)3
, (16)

onde um subscrito x indica derivação d/dx ; tem-se K > 0 se
yxx > 0 , pois yxx > 0 implica a linha se voltar para a esquerda
ao crescer x , e tem-se K < 0 no caso da linha se voltar para
a direita ao crescer x. O centro [X(x),Y (x)] da curvatura cor-
respondente ao ponto [x,y(x)] da curva é

X = x− yx(1+ yx
2)

yxx
, Y = y+

1+ yx
2

yxx
. (17)

2.5. Vetores unitários tangente e normal

Para facilitar a descrição de várias propriedades de uma
curva plana C, nós definimos dois vetores unitários especiais,
t̂(s) e n̂(s), em cada ponto s de C .

Vetor unitário tangente no ponto [x,y] é

t̂ := r̂s = [xs,ys] , ou t̂ = xs x̂+ ys ŷ , (18)

relembrando que x̂ e ŷ são vetores unitários fixos, como na
figura 1 a. Vê-se que t̂ é orientado no sentido do crescimento
de s, como a figura 3 a indica. Designando [X , Y ] as coor-
denadas de um ponto genérico da reta tangente à curva no
ponto [x,y], e como os vetores [X − x, Y − y] e t̂ são parale-
los ou antiparalelos, tem-se a equação da reta tangente (veja
a figura 3 a):

X− x
Y − y

=
xs

ys
. (19)
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Vetor unitário normal :

n̂ :=
dt̂/ds
|dt̂/ds|

≡
~ts
|~ts|
≡ ~rss

|~rss|
≡ ρ ~rss ≡ ρ(xss x̂+ yss ŷ)

≡ ε(−ys x̂+ xs ŷ) , (20)

sendo ρ := 1/|K| ≥ 0 o raio da curvatura e sendo ε o sinal
da curvação K. Note que o vetor ~ts := dt̂/ds não é unitário,
ele tem módulo |~ts| = |K|. O vetor n̂ é normal a t̂, e sem-
pre aponta para o centro do cı́rculo osculador, como na
figura 3 b. Perceba ainda que, ao longo de uma curva plana,
a orientação relativa de n̂ e t̂ pode mudar, como na figura 3 c.
A reta normal no ponto [x,y] tem equação

Y − y
X− x

=
yss

xss
(≡−xs

ys
), (21)

onde [X ,Y ] agora são as coordenadas de um ponto qualquer
da reta normal; a (21) é consequência de os vetores [X −
x,Y −y] e n̂ = ρ [xss,yss] serem paralelos. Veja a figura 3 b.

Figura 3: a: Reta tangente com pontos [X ,Y ] , suportando o vetor

tangente t̂ no ponto [x,y].

b: Reta normal com pontos [X ,Y ] , suportando o vetor normal n̂ no

ponto [x,y].

c: A orientação relativa de t̂ e n̂ em uma curva plana muda como o

sinal da curvação K .

Estes dois vetores unitários são muito úteis como base
[ t̂(s) , n̂(s) ] de um espaço vetorial local: por exemplo, nessa
base o cı́rculo osculador no ponto s tem centro dado por
[0 ,ρ(s)] , ou ρ(s)n̂(s), expressão muito mais simples que (9),
(15), e (17); veja a figura 2 a.

2.6. A curvatura κ

Vamos definir curvatura κ(s) como o inverso do raio da
curvatura ρ(s). Então temos para κ várias expressões equi-
valentes:

κ := 1/ρ≡ |K| ≡ |~ts| ≡ |~rss| ≡ |φs|. (22)

Portanto κ nunca é negativo. Olhando a eq. (20) vemos que

~ts = κ n̂ . (23)

Trabalhando esta equação nós vamos obter ~ns(s) , a
derivada d/ds do vetor normal n̂ :

~ts = κ n̂ ⇒ n̂ =
1
κ
~ts =

1
κ
[cosφ, sinφ ]s

=
1
κ
[−φs sinφ, φs cosφ ] =

φs

|φs|
[−sinφ, cosφ ] ; (24)

como φs/|φs| independe de s, a derivada d/ds de n̂ dá

~ns =
φs

|φs|
[−φs cosφ,−φs sinφ ]

=−|φs|2

|φs|
[cosφ, sinφ] =−|φs| t̂ . (25)

Resumindo, para as curvas planas se tem

~ts = κ n̂ , ~ns =−κ t̂ . (26)

2.7. Obtendo a curva plana a partir da curvatura

Conhecendo a função curvatura κ(s) podemos obter o for-
mato de uma curva plana. A rigor, o formato pode ser obtido
somente em trechos da curva que não contenham κ = 0. Se
quisermos também a orientação e localização da curva no
plano [x,y ] , precisamos também conhecer o vetor tangente
t̂0 e o normal n̂0 à curva em algum ponto s0.

Com efeito, a curva pode ser conhecida na vizinhança de
s0 mediante uma série de potências da separação s− s0 :

~r (s) =~r (s0)+(s− s0) r̂s (s0)+
(s− s0)

2

2!
~rss (s0)+ · · · (27)

Precisamos exprimir as constantes r̂s(s0) , ~rss(s0) , · · · em ter-
mos de κ(s0) e suas derivadas κs(s0) , κss(s0) , · · · .

Para tal, lembramos que em qualquer ponto s se tem r̂s = t̂ ;
então, usando repetidamente as equações ~ts = κ n̂ e ~ns =
−κ t̂ nós obtemos, em qualquer ponto s ,

r̂s = t̂ , ~rss = κ n̂ , ~rsss =−κ
2t̂ +κsn̂ , · · · (28)

Restringindo (28) ao ponto s0, a eq. (27) fica

~r (s) =~r (s0)+δ t̂0 +
δ2

2!
κ n̂0 +

δ3

3!
(−κ

2t̂0 +κsn̂0)+ · · · ,

δ := s− s0 , (29)

onde a função κ e suas derivadas, bem como os vetores t̂0 e
n̂0, têm seus valores no ponto s0 .

Como~r (s)−~r (s0) indica a posição do ponto s com relação
ao ponto s0 , podemos decompor a eq. (29) nas suas compo-
nentes na base [t̂0 , n̂0] :

~r(s)−~r(s0) = T (δ) t̂0 +N(δ) n̂0 , (30)
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T (δ) := δ− κ2

3!
δ

3− 3κκs

4!
δ

4 +
κ4−3κs

2−4κκss

5!
δ

5 + · · · ,(31)

N(δ) :=
κ

2!
δ

2 +
κs

3!
δ

3 +
κss−κ3

4!
δ

4 +
κsss−6κ2κs

5!
δ

5 + · · · ,(32)

relembrando que κ e suas derivadas, assim como t̂0 e n̂0, são
os valores no ponto s0 . Notamos em T (δ) a falta de termo
quadrático δ2 e notamos que N(δ) contém todos as potências
de δ a partir de δ2 .

2.8. Base [ x̂ , ŷ ] e bases [ t̂(s) , n̂(s) ]

Vamos relacionar as coordenadas de um ponto na base fixa
[x̂ , ŷ ] com as coordenadas do mesmo ponto numa base lo-
cal [t̂(s) , n̂(s) ] . Essas relações serão acionadas em seções
seguintes.

Inspecionando as definições t̂ := [xs,ys] e n̂ := ε[−ys,xs],
concluı́mos que a base fixa [x̂ , ŷ ] e as bases locais [ t̂(s) , n̂(s)]
se relacionam segundo(

t̂
n̂

)
=

(
xs ys
−εys εxs

)(
x̂
ŷ

)
,(

x̂
ŷ

)
=

(
xs −εys
ys εxs

)(
t̂
n̂

)
, (33)

onde ε := ρK é o sinal da curvação K no ponto s .
Sejam [X ,Y ] as coordenadas de um ponto qualquer Q do

plano, na base fixa [x̂ , ŷ ] , e sejam [χ ,η ] as coordenadas
desse ponto na base local [t̂ , n̂ ] do ponto P = xx̂ + yŷ . A
figura 4 evidencia que

[Xx̂+Y ŷ] = [x x̂+ y ŷ]+ [χ t̂ +η n̂ ],
donde (X− x) x̂+(Y − y) ŷ = χ t̂ +η n̂ ; (34)

usando as (33) na (34b) obtemos a correspondência entre
as coordenadas [X ,Y ] e [χ,η ] de um mesmo ponto, como
querı́amos: (

χ

η

)
=

(
xs ys
−εys εxs

)(
X− x
Y − y

)
,(

X− x
Y − y

)
=

(
xs −εys
ys εxs

)(
χ

η

)
. (35)

2.9. Envolventes

Existem famı́lias de linhas planas que fazem surgir uma ou
mais novas linhas, denominadas envolventes ou envelopes,
que tangenciam todas as linhas da famı́lia. Por exemplo, veja
na figura 5 a a famı́lia de cı́rculos

(x−λ)2 + y2 = a2 ; (36)

Figura 4: Soma vetorial [Xx̂+Y ŷ ] = [x x̂+y ŷ ]+[χ t̂+η n̂ ] ; ela vale

para ambos casos K(P)> 0 e K(P)< 0 .

Figura 5: a: A famı́lia de cı́rculos (x−λ)2 + y2 = a2 e suas en-

volventes, as retas y =±a .

b: Toda linha é a envolvente da famı́lia de suas retas tangentes.

cada cı́rculo da famı́lia é especificado pelo valor do
parâmetro λ, que indica a posição do seu centro. Esta famı́lia
tem duas envolventes, as retas y =±a .

Se uma famı́lia for dada por uma equação f (x,y,λ) = 0,
como a (36), cada envolvente (se existir) será solução do par
de equações

{
f (x,y,λ) = 0 ,
fλ(x,y,λ) = 0 ,

(37)

onde fλ = ∂ f/∂λ .
[Para provar esse fato, notamos que todo ponto da envol-

vente pertence simultaneamente a alguma curva f (x,y,λ) =
0 e à curva vizinha f (x,y,λ+ dλ) = 0 ; como f (λ+ dλ) =
f (λ)+ fλ(λ)dλ, e como f (λ) = 0, resulta fλ = 0, assim com-
pletando a prova.]

Por exemplo, no caso da figura 5 a tem-se f = (x−λ)2 +
y2−a2 , e a equação fλ = 0 dá λ = x , que levada à f = 0 dá
efetivamente y =±a .

Note-se que nem toda famı́lia de linhas planas con-
figura uma envolvente; por exemplo, a famı́lia de cı́rculos
concêntricos x2 + y2 = λ2 não tem envolvente.

Perceba ainda que toda linha plana é a envolvente da
famı́lia das suas retas tangentes, como a figura 5 b eviden-
cia.
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Figura 6: Evolutas. a: As normais a um arco C de linha plana con-

figuram a evoluta E de C.

b: Os pontos do arco plano C onde a curvatura κ(s) é extrema

(máxima ou mı́nima) produzem cúspides na evoluta E .

c: Sendo C um arco plano em que a função raio da curvatura ρ(s)

não tenha extremo, o comprimento de sua evoluta E é |ρ2−ρ1|.

d: Uma elipse e sua evoluta; as cúspides {A,B,C,D} na evoluta cor-

respondem aos pontos {a,b,c,d} com curvatura extrema da elipse,

respectivamente; A e C são interiores à elipse, mas não são focos; B

e D podem ser interiores à elipse.

e: Parte de uma senóide e a evoluta dessa parte; os pontos {E,G, I}

da evoluta estão no infinito; eles correspondem aos pontos de in-

flexão {e,g, i} da senóide.

2.10. Evoluta

Definimos evoluta de uma linha plana como a envolvente
das retas normais à linha. Como duas retas vizinhas nor-
mais a uma linha se encontram no centro da curvatura, então,
equivalentemente, evoluta de uma linha plana é o locus dos
centros dos cı́rculos osculadores da linha. Cada linha plana
tem uma única evoluta. Ainda, toda linha plana é a evoluta
de uma infinidade de outras linhas (suas involutas, a serem
vistas na seção 2.11).

Um modo gráfico de obtermos a evoluta de uma linha
plana C nos é sugerido pela figura 2 a , onde vemos que o
centro da curvatura é a interseção de duas normais à linha:
então desenhamos a famı́lia das retas normais a C ; a envol-
vente dessa famı́lia é a evoluta de C . Veja as figuras 6 a e 6 b.
Note que a evoluta de um cı́rculo se restringe a um ponto, o
centro do cı́rculo. Algumas evolutas têm formato bastante
curioso, como a evoluta de uma elipse e a evoluta de uma
senóide, mostradas nas figuras 6 d e 6 e.

Perceba que o comprimento infinitesimal |dsE | de um arco
de evoluta vale |ρs(s)ds|, onde ds é o arco infinitesimal cor-
respondente na curva C, e ρs(s) é a derivada do raio da
curvatura no ponto s. Considere agora um trecho da curva
C em que a função raio da curvatura ρ(s) não tenha ex-
tremo (máximo ou mı́nimo); então a figura 6 c evidencia
que no correspondente trecho da evoluta E (que não conterá
cúspide) ocorre ∆sE = |∆ρ| , isto é, o comprimento do trecho
na evoluta é a diferença entre os comprimentos dos raios da
curvatura inicial e final.

As evolutas podem ser obtidas também analiticamente,
lembrando que são o locus dos centros da curvatura
(seção 2), como nas duas seções a seguir.

2.10.1. Evoluta de elipse

Elipses têm evolutas dignas de atenção especial. Con-
sidere a elipse com equações

x(ϕ) = a cosϕ, y(ϕ) = b sinϕ, 0 < b < a, 0≤ ϕ < 2π;(38)

calculamos xϕ , yϕ , xϕϕ , yϕϕ , que levados à eq. (10) nos dão

sϕ
2 = a2 sin2

ϕ+b2 cos2
ϕ ; (39)

a curvação da elipse é obtida da eq. (14), que dá K(ϕ) =
ab/sϕ

3 . Finalmente, a evoluta da elipse vem das eqs. (15),
com c :=

√
a2−b2 (veja a figura 6 d) :

X(ϕ) =
c2

a
cos3

ϕ , Y (ϕ) =−c2

b
sin3

ϕ ,

(aX)2/3 +(bY )2/3 = c4/3 . (40)

2.10.2. Evoluta da cicloide

A cicloide tem como evoluta outra cicloide, congruente,
como veremos. Sejam

x(ϕ) = a(ϕ− sinϕ) , y(ϕ) = a(1− cosϕ) (41)

as equações da cicloide (veja a figura 7). Calculamos
xϕ , yϕ , xϕϕ , yϕϕ , e então as equações (13a) e (14c) nos dão

sϕ = 2asinϕ/2 , K =− 1
4asinϕ/2

. (42)

As equações da evoluta são então obtidas da eq. (15),

X(ϕ) = a(ϕ+ sinϕ) , Y (ϕ) =−a(1− cosϕ) , (43)

e são uma nova cicloide, mostrada também na figura 7.
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Figura 7: a: Em linha cheia, a cicloide com equação (41), no trecho

0 < ϕ < 3π ; em linha tracejada, a correspondente evoluta (43). A

curvatura κ (42) da cicloide (41) é infinita em ϕ = 2nπ com n in-

teiro.

b: Em cima, uma cicloide e sua cópia invertida, com as respecti-

vas evolutas; as cúspides das evolutas estão nas cicloides originais.

Em baixo, uma elipse com mesmas dimensões, e sua evoluta, para

comparação; as cúspides no eixo maior não estão na elipse.

2.11. Involutas

Como o nome insinua, evolventes (ou involutas) de uma
curva plana C seriam especiais linhas que evolvessem de C;
veja-se, por exemplo, partes de involutas de um cı́rculo, as
espirais na figura 8 a.

Vamos usar a seguinte definição: involuta de uma curva
plana C é toda linha que parta ortogonalmente de C e incida
perpendicularmente nas retas tangentes a C (figuras 8 b , c ,
d). Essa definição parece capacitar duas involutas para cada
ponto interior de C; entretanto esses dois pedaços podem ser
parametrizados com valor zero no encontro (formando geral-
mente uma cúspide), e valores negativos para um lado e po-
sitivos para o outro. Com isso, temos somente uma curva
involuta correspondendo a cada ponto s0 da curva C.

Figura 8: Involutas. a: Involutas de um cı́rculo; são espirais de

Arquimedes.

b: Uma involuta do arco B, incidindo ortogonalmente na famı́lia

das retas tangentes ao arco.

c: Esboço de involutas do arco C .

d: Três involutas do arco D .

Como as normais a uma involuta de C são tangentes a C,
percebe-se que se E for a evoluta de I então I será uma invo-
luta de E . Dito de outra forma, toda linha plana é a evoluta
de todas as suas involutas. Ou ainda, cada linha tem uma
infinidade de involutas, e toda linha é involuta de uma única
outra linha (a sua evoluta, vista na seção 2.10).

Considere as involutas de uma curva C, e considere a
interseção de cada uma dessas involutas com uma dada tan-
gente à curva C: perceba então que todas as retas tangentes
às involutas naqueles pontos de interseção são paralelas. Este
fato é chamado propriedade do paralelismo das involutas
(figura 9 a).

E percebemos que a distância entre duas involutas de uma
curva C, medidas ao longo das tangentes a C, é constan-
te (figura 9 b). Este fato é conhecido por propriedade da
equidistância das involutas.

Figura 9: a: Propriedade do paralelismo das involutas I e I′.

b: Propriedade da equidistância das involutas I e I′.

c: Propriedade do barbante na involuta I : o comprimento dos arcos

aO e bO na curva E é igual ao dos segmentos tangentes aa′ e bb′ ,

respectivamente; igualmente cO e dO têm comprimentos iguais a

cc′ e dd′, respectivamente.

Um modo prático de se desenhar uma involuta usa a pro-
priedade do barbante (figura 9 c): se um barbante inex-
tensı́vel é todo ele estendido ao longo de uma curva E, e uma
das extremidades é mantida fixada em E enquanto a outra é
descolada no plano de E mantendo-se o barbante esticado e
tangente a E, o caminho percorrido por esta extremidade é
um pedaço de uma involuta I de E.

Usando a propriedade do barbante , fica fácil obter a
equação das involutas de uma curva qualquer [x(s), y(s)].
No ponto variável s da curva o vetor unitário tangente tem
componentes [xs(s),ys(s)] .

X = x(s)− (s− s0)xs(s) , Y = y(s)− (s− s0)ys(s) . (44)

A figura 10 mostra as grandezas que constroem um ponto
[X ,Y ] da involuta cuja origem seja s0 .

2.11.1. Linhas planas equidistantes de uma elipse

Dada uma curva plana C, e construı́da a sua evoluta E,
vemos que a curva C é uma das involutas de E. As demais
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Figura 10: Grandezas envolvidas na equação (44).

involutas de E podem ser construı́das de modo muito simples
a partir da curva C, usando-se a propriedade das separações
constantes (figura 9 b). Essas novas involutas de E serão cur-
vas planas equidistantes da curva C.

Por exemplo, seja C a elipse

x(ϕ) = acosϕ, y(ϕ) = bsinϕ, 0≤ ϕ < 2π, 0 < b < a, (45)

cuja evoluta E foi mostrada na figura 6 a; desenhamos as re-
tas normais à elipse, e sobre elas marcamos os pontos [X ,Y ]
com separação m (negativa ou positiva) para a elipse. Após
alguns cálculos obtemos

X(ϕ) = (a− bm
r
)cosϕ , Y (ϕ) = (b− am

r
)sinϕ ,

r :=
√

a2 sin2
ϕ+b2 cos2 ϕ . (46)

Valores negativos de m geram involutas ovais da evoluta,
maiores que a elipse; veja a figura 11 a. Valores 0 < m <
b2/a geram também ovais, porém menores que a elipse. Os
valores intermediários b2/a < m < a2/b produzem as inte-
ressantes involutas mostradas na figura 11 b. Finalmente,
valores m > a2/b geram novas ovais, com o raio maior ori-
entado verticalmente (figura 11 c).

3. CURVAS REVERSAS

No espaço tridimensional usual consideremos um triedro
ortonormal fixo, [0; x̂, ŷ, ẑ] , com orientação ’mão direita’
(ẑ = x̂× ŷ); cada ponto do espaço é especificado por suas co-
ordenadas [x,y,z], ou equivalentemente por seu vetor posição
~r = x x̂+ y ŷ+ z ẑ .

Um alerta: há textos que usam orientação ’mão esquerda’
para o triedro fixo; em consequência, muitas fórmulas daque-
les textos têm sinal oposto aos nossos [2].

Uma curva reversa pode ser dada por uma função vetorial
~r(s) , isto é, pelas três funções componentes

x(s) , y(s) , z(s) , (47)

Figura 11: Supõe-se a/
√

2 < b < a. a: Uma elipse de semieixos a

e b (m = 0), sua evoluta E, e algumas ovais equidistantes da elipse,

com distância m≤ b2/a , todas ’deitadas’ como a elipse.

b: Três linhas equidistantes da elipse, involutas de E, com valores

b2/a < m < a2/b.

c: Ovais equidistantes da elipse com m ≥ a2/b , com orientação

vertical.

sendo s um parâmetro de distância sobre a curva. As
equações r̂s · r̂s = 1 e r̂s ·~rss = 0 , escritas nas eqs. (2) para
curvas planas, são válidas também para as curvas reversas,
agora escritas

xs
2 + ys

2 + zs
2 = 1, ⇒ xsxss + ysyss + zszss = 0; (48)

as óbvias generalizações tridimensionais das eqs. (4), bem
como as eqs. (5), valem também para as curvas reversas.

3.1. Triedro movente

Como mostra a figura 12, em cada ponto p = [x,y,z] da
curva nós definiremos um triedro movente , constituı́do por
3 vetores unitários ortogonais, o tangente t̂, o normal prin-
cipal n̂, e o binormal b̂, e por 3 planos ortogonais orientado,
o normal ⊥ t̂, o retificante ⊥ n̂, e o osculador ⊥ b̂. Aqui o
termo ’movente’ se refere à mudança do triedro de um ponto
para outro vizinho ao longo da curva. Esta seção tratará dos
vetores unitários, e a seção 3.3 cuidará dos três planos orto-
gonais.

Vetor unitário tangente no ponto p = [x,y,z] é

t̂ := r̂s ≡ [xs,ys,zs] =: [α,β,γ]≡ αx̂+βŷ+ γẑ , (49)

onde o subscrito s indica d/ds . Perceba que t̂(s) é orientado
no sentido do crescimento de s ; as funções [α(s),β(s),γ(s)]
são chamadas cossenos diretores de t̂(s) na base fixa [x̂, ŷ, ẑ] .
Sendo t̂ unitário, tem-se α2 +β2 + γ2 = 1.

Reta tangente no ponto s é aquela que dá suporte ao ve-
tor t̂(s) . Designemos por [X ,Y,Z ] as coordenadas de um
ponto genérico da reta tangente, na base [0;x,y,z]; como o
vetor [X− x(s) ,Y − y(s) ,Z− z(s) ] é paralelo ou antiparalelo
a t̂(s) = [α(s),β(s),γ(s)] , temos as seguintes equações para
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Figura 12: a: Com orientação ’mão direita’, os vetores unitários

fixos x̂, ŷ, ẑ = x̂× ŷ.

b: O triedro movente com vetores unitários t̂, n̂ ⊥ t̂, b̂ = t̂ × n̂ no

ponto p da curva orientada, e os três planos ortogonais orientados.

a reta tangente em [0;x,y,z]: [3, pág. 7]

X− x
α

=
Y − y

β
=

Z− z
γ

. (50)

Vetor unitário normal principal :

n̂ :=
~rss

|~rss|
≡ ρ ~rss ≡ ρ [xss,yss,zss] =: [l,m,n] ,

ρ :=
1
|~rss|

=
1√

xss2 + yss2 + zss2
, (51)

sendo ρ≥ 0 o raio da curvatura; n̂ é perpendicular a t̂, e sem-
pre aponta para o lado côncavo da curva (’aponta para den-
tro’, semelhantemente ao vetor normal nas curvas planas);
as funções [l(s),m(s),n(s)] são chamadas cossenos diretores
de n̂(s) na base fixa [x̂, ŷ, ẑ] . Devido à unitariedade de n̂,
tem-se l2 +m2 +n2 = 1; e a ortogonalidade t̂ · n̂ = 0 implica
αl +βm+ γn = 0.

A reta normal principal no ponto [x,y,z], com pontos com
coordenadas [X ,Y,Z] na base fixa, tem equações

X− x
l

=
Y − y

m
=

Z− z
n

, (52)

pois os vetores [X − x, Y − y, Z− z] são paralelos ou antipa-
ralelos a n̂ = [l,m,n].

Vetor unitário binormal :

b̂ := t̂× n̂≡ ρ r̂s× ~rss

≡ ρ [yszss− zsyss, zsxss− xszss, xsyss− ysxss] =: [λ,µ,ν],
(53)

[λ,µ,ν] são chamados cossenos diretores da binormal na base
[x̂, ŷ, ẑ] . A unitariedade de b̂ faz ser λ2 + µ2 + ν2 = 1, e a
ortogonalidade de b̂ a t̂ e a n̂ implicam λα+ µβ+ νγ = 0 e
λl +µm+νn = 0.

A reta binormal no ponto [x,y,z], com pontos com coor-
denadas [X ,Y,Z] na base fixa, tem equações

X− x
λ

=
Y − y

µ
=

Z− z
ν

. (54)

As retas tangente, normal principal e binormal são con-
vencionalmente orientadas como t̂, n̂ e b̂ , respectivamente.
Por sua vez, estes vetores têm orientação relativa dada pela
regra da mão direita, a exemplo do triedro fixo [x̂, ŷ, ẑ] .

Um alerta: há quem defina b̂ como n̂× t̂ , ocasionando
muitas fórmulas discrepantes das nossas.

O conjunto de todas as retas tangentes a uma curva reversa
C forma uma superfı́cie, chamada superfı́cie tangente de C.
Cada ponto da superfı́cie pode ser especificado por um par
de números, [s, u], do seguinte modo: a reta tangente à curva
no ponto s é numerada como s, e orientada como a curva.
Ao longo de cada reta tangente estabelece-se marcações u
ordenadas, sendo u = 0 o ponto da tangência.

De modo semelhante podemos construir a superfı́cie nor-
mal principal e a superfı́cie binormal da curva C.

3.2. Matriz dos cossenos diretores

As componentes dos vetores t̂(s), n̂(s), e b̂(s) na base fixa
[x̂ , ŷ , ẑ ] constituem as linhas da matriz quadrada M(s) dos
cossenos diretores [3, pág. 13],

M =

 α β γ

l m n
λ µ ν

 , (55)

e a ortonormalidade deles (t̂ ·t̂ = 1, t̂ ·n̂ = 0, · · · ) implica
M ser ortogonal , isto é , sua transposta iguala sua inversa,
MT = M−1; e como b̂ =+ t̂× n̂ , tem-se detM =+1 e α l λ

β m µ
γ n ν

=

 mν−nµ γµ−βν nβ−mγ

nλ− lν αν− γλ lγ−nα

lµ−mλ βλ−αµ mα− lβ

 ; (56)

relembre-se que todos os nove cossenos diretores (α, · · · ,ν)
variam ao longo da curva, ou seja, são funções de s.

A passagem da base fixa [x̂, ŷ, ẑ ] para uma base movente
[t̂, n̂, b̂ ], e vice-versa, usa as matrizes M e MT : t̂

n̂
b̂

=

 α β γ

l m n
λ µ ν

 x̂
ŷ
ẑ

 ,

 x̂
ŷ
ẑ

=

 α l λ

β m µ
γ n ν

 t̂
n̂
b̂

 . (57)

As eqs. (57) nos possibilitam relacionar as coordenadas
[X , Y, Z ] de um ponto q na base fixa [x̂, ŷ, ẑ ] com as coor-
denadas [χ, η, ζ ] desse mesmo ponto q no triedro movente
[t̂, n̂, b̂ ] que tenha origem p em [x, y, z ]; com efeito, a
figura 13 mostra que

(X− x) x̂+(Y − y) ŷ+(Z− z) ẑ = χ t̂ +η n̂+ζ b̂ ; (58)
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Figura 13: A igualdade [X x̂+Y ŷ+ Z ẑ] = [x x̂+ y ŷ+ z ẑ] + [χ t̂ +

η n̂+ζ b̂ ].

usando as (57) na (58) se obtém as relações entre as coorde-
nadas [X , Y, Z ] e [χ, η, ζ ] : χ

η

ζ

=

 α β γ

l m n
λ µ ν

 X− x
Y − y
Z− z

 ,

 X− x
Y − y
Z− z

=

 α l λ

β m µ
γ n ν

 χ

η

ζ

 . (59)

3.3. Planos do triedro movente

Na apresentação do triedro movente (seção 3.1) ficou fal-
tando uma descrição mais minuciosa dos planos daquele
triedro, o que faremos agora. Em cada ponto s de uma curva
reversa, definimos três planos ortogonais orientados, associ-
ados aos vetores [t̂ , n̂ , b̂ ]: o plano normal, o retificante, e o
osculador. Veja a figura 12.

O plano normal à curva no ponto p = [x,y,z] é perpen-
dicular ao vetor tangente t̂ no ponto; portanto ele contém
os vetores n̂ e b̂. Chamando P = [X ,Y,Z] os seus pontos,
percebemos que os vetores

−→
pP := [X−x,Y−y,Z−z] são per-

pendiculares ao vetor tangente t̂ = [α,β,γ] ; então a equação
do plano normal é t̂ ·−→pP = 0 , ou seja [3, pág. 8],

α(X− x)+β(Y − y)+ γ(Z− z) = 0 . (60)

O plano retificante à curva no ponto [x,y,z] é perpendicu-
lar ao vetor normal principal n̂ = [l,m,n] no ponto, portanto
seus pontos [X ,Y,Z] têm equação linear

l(X− x)+m(Y − y)+n(Z− z) = 0 . (61)

O plano osculador à curva no ponto [x,y,z] é o plano que
‘mais contém a curva’ no ponto; um trecho plano de uma
curva reversa jaz inteiro no seu plano osculador. Este plano

contém os vetores t̂ e n̂, portanto é perpendicular ao vetor
binormal b̂ = [λ,µ,ν]; esta ortogonalidade faz seus pontos
[X ,Y,Z] terem equação linear

λ(X− x)+µ(Y − y)+ν(Z− z) = 0 . (62)

Os planos normal, retificante e osculador são orientados
do modo mão direita relativamente aos vetores t̂ , n̂ , b̂ , res-
pectivamente. Costuma-se dizer eles contêm 1, 2 e 3 pontos
da curva reversa, respectivamente.

3.4. Curvatura e torção

A função curvatura κ(s) de uma curva indica o quanto a
direção da curva está mudando em cada ponto. Como ocorre
nas curvas planas, também nas curvas reversas κ(s) tem va-
lores somente não-negativos, κ := 1/ρ ≥ 0 , sendo ρ(s) o
raio variável da curvatura dado na (51) [3, p.9]:

κ := 1/ρ≡ |~ts| ≡ |~rss|. (63)

A função torção τ(s) de uma curva reversa tem qualquer
valor real, e é definida somente em pontos onde a curvatura
κ for não-nula. A torção informa o quanto a curva está es-
capando do seu plano osculador ao crescer s, e para qual
lado. Ela é definida como a taxa de variação da binormal,
do modo

db̂/ds =:−τ n̂ . (64)

Como veremos na seção 3.11, o sinal negativo nessa
definição fará positiva a torção de um sacarrolha usual. Um
exame atento da eq. (64) nos faz perceber que, ao crescer s,
a curva com τ positivo passa do lado negativo do plano oscu-
lador para o lado positivo. Um alerta: há quem defina torção
com o sinal oposto ao nosso [3, p.16].

Na seção 3.6 veremos que as funções curvatura κ(s) e
torção τ(s) são suficientes para revelar a forma de uma curva
reversa.

3.5. Fórmulas de Frenet

Os vetores ortonormais [ t̂(s), n̂(s), b̂(s) ] do triedro
movente mudam de orientação ao longo da curva. A
mudança de cada vetor é dada pelas fórmulas de Frenet, ~ts

~ns
~bs

=

 0 κ 0
−κ 0 τ

0 −τ 0

 t̂
n̂
b̂

 , ou


~ts = κ n̂ ,
~ns =−κ t̂ + τ b̂ ,
~bs =−τ n̂ .

(65)

A fórmula ~ts = κ n̂ é na verdade a definição de curvatura
κ, como nas eqs. (20) e (63); ela informa que a mudança de
direção do vetor t̂ se faz na direção e sentido de n̂, portanto a
mudança ocorre no plano {t̂, n̂}, o plano osculador.
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E a fórmula ~bs =−τ n̂ é a definição eq. (64) de torção τ ;
ela informa que a mudança de direção do vetor b̂ ocorre no
plano {n̂, b̂}, o plano normal. Informa ainda que, quando a
torção τ for positiva, a variação ~bs ocorre no sentido oposto
a n̂, ou seja, no sentido oposto ao do centro da curvatura da
curva no ponto s .

Finalmente, a fórmula ~ns = −κt̂ + τb̂ informa o quanto o
vetor unitário n̂ varia nas direções t̂ e b̂.

A variação da orientação do rı́gido triedro movente ao
longo de s é gerenciada, em cada ponto, por um vetor ~ω(s)
tal que

~ts =~ω× t̂ , ~ns =~ω× n̂ , ~bs =~ω× b̂ . (66)

Esse vetor é chamado velocidade angular do triedro
movente, ou vetor de Darboux ; ele é obtido por inspeção
das fórmulas de Frenet (65), e é

~ω = τ t̂ +κ b̂ . (67)

Ele jaz portanto no plano {t̂, b̂}, o plano retificante, e tem
dimensão de inverso de comprimento. E ele próprio não se
mantém fixo no triedro movente; sua mudança ao correr de s
é

~ωs = τs t̂ +κs b̂ ; (68)

notamos que as contribuições de ~ts e ~bs para ~ωs se cance-
laram de vez que ~ts = κ n̂ e ~bs = −τ n̂ . O vetor de Darboux
geralmente muda de intensidade, |~ω(s)| =

√
κ2(s)+ τ2(s) ;

ele muda também de orientação com respeito ao triedro
movente, embora se mantenha no plano retificante – aquele
ortogonal à normal principal n̂ .

Podemos encontrar a velocidade angular ~Φs da mudança
de direção do vetor de Darboux. Para tal, veja na figura 14 o
ângulo Φ e os vetores ~ω(s) e ~ω(s+ds) , de onde extraı́nos o
produto vetorial

~ω(s)×~ω(s+ds) = |~ω(s)| |~ω(s+ds)|(sindΦ) n̂ ; (69)

o lado esquerdo da (69) nos dá

~ω(s)× [~ω(s)+ ~ωs(s)ds] =~ω(s)× ~ωs(s)ds

= (τ t̂ +κ b̂)× (τst̂ +κsb̂)ds = (κτs− τκs)ds n̂ . (70)

Tomando na eq. (69) as aproximações

|~ω(s)| |~ω(s+ds)| ≈ τ
2+κ

2 e sin(dΦ)≈ dΦ , (71)

e usando-as na eq. (70), finalmente encontramos

dΦ

ds
=: ~Φs =

κτs− τκs

τ2 +κ2 n̂ , (72)

a velocidade angular do vetor ω de Darboux.

Figura 14: Os vetores ~ω(s) e ~ω(s+ ds) estão no plano retificante

(ortogonal ao vetor normal principal n̂).

3.6. Formato da curva reversa

Semelhantemente à seção 2.7, podemos conhecer o for-
mato de uma curva reversa na vizinhança de qualquer de seus
pontos (ponto s0, digamos), com a precisão que desejarmos.
O formato será expresso em termos unicamente da função
curvatura κ(s), da função torção τ(s), e das derivadas de am-
bas no ponto s0.

Começamos relembrando a expansão (27)

~r (s) =~r (s0)+(s− s0)r̂s(s0)+
(s− s0)

2

2!
~rss(s0)+ · · · ; (73)

precisamos exprimir as constantes vetoriais r̂s(s0) , ~rss(s0) ,
· · · em termos de κ e τ e suas derivadas no ponto s0, e dos
vetores unitários t̂0 , n̂0 , e b̂0 em s0.

Para tal, primeiramente lembramos que, em qualquer
ponto s, temos r̂s = t̂ ; então, usando repetidamente as
fórmulas de Frenet~ts = κ n̂ , ~ns =−κ t̂ + τb̂ , e ~bs =−τn̂ nós
obtemos, em qualquer ponto s ,

r̂s = t̂ , ~rss = κn̂ , ~rsss = κsn̂−κ
2t̂ +κτb̂ ,

~rssss =−3κκst̂ +(κss−κ
3−κτ

2)n̂+(2κsτ+κτs)b̂, · · ·
(74)

Usando r̂s, ~rss, e ~rsss das (74), a (73) fica

~r (s) =~r (s0)+(s− s0)t̂0 +
(s− s0)

2

2!
κn̂0

+
(s− s0)

3

3!
(−κ

2t̂0 +κsn̂0 +κτb̂0)+ · · · , (75)

onde os vetores t̂0, n̂0, b̂0 e as funções κ e τ e suas derivadas
agora são aqueles no ponto s0 .

Como~r (s)−~r (s0) indica a posição do ponto s com relação
ao ponto s0 (veja a figura 13), podemos decompor a (75) nas
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suas componentes na base [t̂0 , n̂0 , b̂0 ] :

~r (s) = χ t̂0 +η n̂0 +ζ b̂0 , (76)

χ = δ− κ2

3!
δ

3− 3κκs

4!
δ

4 + · · · , δ := s− s0 , (77)

η =
κ

2!
δ

2 +
κs

3!
δ

3 +
κss−κ3−κτ2

4!
δ

4 + · · · , (78)

ζ =
κτ

3!
δ

3 +
2κsτ+κτs

4!
δ

4 + · · · . (79)

Algumas observações: notamos que, na vizinhança imedi-
ata de s = s0 a função χ varia como s− s0, enquanto que η

cresce proporcionalmente a (s− s0)
2, e ζ varia proporcional-

mente a (s− s0)
3. E, como se esperava, as curvas planas

(τ(s) = 0) se mantêm no plano osculador (aquele com ζ= 0).

3.7. Ainda curvatura e torção

O problema inverso do anterior é: dada uma curva reversa
~r =~r(s) , obter-se as correspondentes funções curvatura κ(s)
e torção τ(s) .

A curvatura κ = 1/ρ foi obtida na (22) para curvas planas;
sua expansão para curvas reversas é trivial:

κ(s) := |~rss| ≡
√

xss2 + yss2 + zss2 . (80)

Expressa em termos de um parâmetro q qualquer, foi também
obtida em (14) para curvas planas, e tem trivial generalização
para curvas reversas [4, pág. 17]:

κ(q) =

√
| ~rqq|2− sqq2

sq2 . (81)

A obtenção de τ(s) é menos simples; manipula-se (65 c),

~bs =−τn̂ ⇒ τ =−n̂ ·~bs =−n̂ · (t̂× n̂)s

=−n̂ ·~ts× n̂− n̂ · t̂×~ns⇒ τ = 0− n̂ · t̂×~ns (82)
=−(ρ~rss) · r̂s× (ρ~rss)s =−ρ~rss · r̂s× (ρs~rss +ρ ~rsss) ;

como ~rss · r̂s× ~rss = 0 e ρ = 1/|~rss|, resulta [4, pág. 16]

τ(s) =
r̂s · ~rss× ~rsss

|~rss|2
=

1
|~rss|2

∣∣∣∣∣∣
xs ys zs
xss yss zss
xsss ysss zsss

∣∣∣∣∣∣ . (83)

Fica claro que uma curva é plana se, e somente se, o deter-
minante (83) for nulo.

Se for usado um parâmetro q 6= s, um longo porém trivial
cálculo algébrico usando (83), (12) e (13) dá [4, pág. 17]

τ(q) =
~rq · ~rqq× ~rqqq

|sqq~rq− sq ~rqq|2
. (84)

Figura 15: À esquerda, uma curva reversa C e alguns de seus ve-

tores tangentes unitários. À direita, uma esfera unitária qualquer e

a indicatriz esférica It das tangentes de C.

3.8. Indicatrizes esféricas

Indicatriz esférica de uma curva reversa C é um mapa
de C em uma esfera de raio unitário. Por exemplo, veja
na figura 15 uma curva C e uma esfera qualquer, com raio
unitário; para cada ponto s da curva C, construamos um raio
orientado na esfera, paralelo à tangente unitária t̂(s). Isso im-
primirá na esfera uma curva orientada It , denominada indi-
catriz esférica das tangentes. Percebe-se que o comprimento
|dIt | de cada arco infinitesimal na indicatriz coincide com o
módulo |d t̂| da variação infinitesimal da tangente unitária t̂
no ponto s correspondente. Como κ= |~ts|, a função curvatura
κ(s) pode ser obtida como

κ = |dIt/ds| . (85)

Cada curva C gera uma única indicatriz esférica It , mas há
infinidade de diferentes linhas reversas que podem gerar uma
mesma indicatriz It . Por exemplo, dois arcos de cı́rculo de
90o com raios diferentes podem ter mesma indicatriz esférica
It .

De modo análogo, podemos construir a indicatriz esférica
das binormais, Ib. E de modo análogo, ela nos proporciona
o módulo da torção em cada ponto s,

|τ|= |dIb/ds| . (86)

Podemos ainda construir a indicatriz esférica In, das nor-
mais principais, de modo análogo. Notamos que, se centrar-
mos a esfera unitária das indicatrizes na origem das coorde-
nadas, então os pontos de It , de In e de Ib terão localização t̂,
n̂, e b̂, respectivamente.

3.9. Cı́rculo e esfera osculadores

É bem conhecido que um cı́rculo é especificado por 3 pon-
tos não-colineares. Então, se além de um ponto p de uma
curva reversa escolhermos 2 pontos vizinhos a p, teremos
definido um cı́rculo, denominado cı́rculo osculador à curva
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Figura 16: a: Uma curva reversa, seu cı́rculo osculador no ponto p

com centro C1 e raio ρ = 1/κ.

b: A mesma curva, com sua esfera osculadora em p com centro C2

e raio
√

ρ2 +(ρs/τ)2.

em p. Costuma-se dizer que, dentre os cı́rculos que tangen-
ciam a curva em p, o cı́rculo osculador é o que ’mais contém’
a curva. Esse cı́rculo está contido no plano osculador à curva
em p. No triedro local [t̂ , n̂ , b̂ ] o cı́rculo osculador tem centro
C1 = [0,ρ,0 ], sendo ρ= 1/κ o seu raio e sendo κ a curvatura
no ponto. Note-se que o valor τ da torção não importa para o
valor do raio do cı́rculo osculador. Veja a figura 16 a.

É também bem conhecido que uma esfera fica definida
por 4 pontos não-coplanares. Então escolhemos 3 pontos da
curva vizinhos a p e teremos definida a esfera osculadora à
curva no ponto p. Essa esfera claramente contém o cı́rculo
osculador, que é a interseção da esfera osculadora com o
plano osculador. Por simetria, se vê na figura 16 b que o cen-
tro C2 da esfera osculadora jaz na reta polar do cı́rculo, ou
seja, na reta que passa pelo centro C1 do cı́rculo e é normal
ao seu plano [3, p. 15].

O modo como se obtém o raio r2 e as coordenadas do
centro C2 da esfera osculadora são suficientemente interes-
santes para merecerem uma minuciosa descrição. Vamos
referir todas as coordenadas ao triedro local [ t̂, n̂, b̂ ] do ponto
de osculação. Denominando [χ ,η ,ζ ] as coordenadas de um
ponto genérico da esfera, e sendo [χ2,η2,ζ2 ] as coordenadas
(a descobrir) do centro C2 da esfera com raio r2 (também a
descobrir), a equação da esfera é

(χ−χ2)
2 +(η−η2)

2 +(ζ−ζ2)
2 = r2

2 . (87)

Na vizinhança do ponto de osculação, os pontos da curva
são dados pelas expansões (77)–(79) para χ,η,ζ . Devemos
impor que, nessa vizinhança, a curva e a esfera tenham 4
pontos em comum; então precisaremos dos termos desde a
ordem (s− s0)

0 até a ordem (s− s0)
3, nestas equações. Por

simplicidade definimos δ := s− s0, e as três equações (77)–
(79) se resumem a

χ(s) = δ− κ2

6
δ

3, η(s) =
κ

2
δ

2 +
κs

6
δ

3, ζ(s) =
κτ

6
δ

3, (88)

que levamos à (87):

(δ− κ2

6
δ

3−χ2)
2 +(

κ

2
δ

2 +
κs

6
δ

3−η2)
2 +(

κτ

6
δ

3−ζ2)
2 = r2

2 .

(89)

Grupemos os termos por potências de δ , desde δ0 até δ3 :

[χ2
2 +η2

2 +ζ2
2− r2

2]+ [−2χ2]δ+[1−κη2]δ
2

+
1
3
[κ2

χ2−κsη2−κτζ2]δ
3 = 0 . (90)

O ponto de osculação tem δ = 0, então igualando a zero
o primeiro bloco [· · · ] da (90) nos dará o raio da esfera
osculadora, r2

2 = χ2
2 + η2

2 + ζ2
2 , depois que tivermos

χ2 ,η2 ,ζ2.
A (90) sem o primeiro bloco tem termos com δ, δ2 e δ3.

Para δ suficientemente pequeno precisamos igualar a zero
também o segundo bloco [· · · ] da (90), o nos dá χ2 = 0.

Sem os dois primeiros blocos na (90) igualamos a zero
também o terceiro bloco [· · · ], o que nos dá η2 = 1/κ (≡ ρ) .

Finalmente, igualando a zero o quarto bloco [· · · ] resulta
κ2χ2−κsη2−κτζ2 = 0 . Rearrumando estes resultados, fi-
camos com

r2
2 = ρ

2 +(ρs/τ)2 , [χ2 , η2 , ζ2 ] = [0 , ρ , ρs/τ ] ; (91)

estes são o raio da esfera osculadora e as coordenadas do seu
centro C2 na base [t̂ , n̂ , b̂ ] do ponto de osculação. Como o
centro C1 do cı́rculo osculador tem coordenadas [0 , ρ , 0 ] ,
vemos que o centro (91b) da esfera osculadora está na reta
polar do ponto de osculação, à distância |ρs/τ| do centro do
cı́rculo osculador.

Vemos também que os centros C1 do cı́rculo osculador
e C2 da esfera osculadora coincidem em um ponto onde a
torção é não-nula, τ 6= 0 , e a curvatura κ é constante (ρs = 0),
caso em que o raio ρ do cı́rculo e o raio r2 da esfera são
iguais; neste caso, o cı́rculo osculador é um cı́rculo máximo
da esfera osculadora.

Ainda, vemos que se a torção |τ| for muito pequena mas
a derivada ρs não o for, o raio r2 da esfera osculadora, dado
na eq. (91a), será muito grande. A esfera então estará quase
tangenciando o plano osculador.

Vamos designar como curva G1 aquela que une os centros
dos cı́rculos osculadores de uma curva reversa C . Note que
se C for curva plana então G1 é a evoluta de C ; entretanto,
a curva G1 não é definida como evoluta da curva reversa C.
Em verdade a evoluta da curva reversa C é definida como a
curva G2 que une os centros C2 das esferas osculadoras de C.

3.10. Linhas esféricas

Do mesmo modo que chamamos linhas planas aquelas
que possam ser desenhadas em um plano, chamamos li-
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nhas esféricas aquelas desenháveis em uma esfera. As li-
nhas planas se caracterizam por terem torção nula, e quere-
mos descobrir que equação deve ser obedecida por uma linha
esférica.

Percebe-se que essa esfera é a única esfera osculadora em
todos os pontos da linha, implicando dr2/ds= 0 . Como d/ds
da (91a) dá

r2dr2/ds = ρρs +(ρs/τ)(ρs/τ)s , (92)

se vê que a condição para uma linha ser esférica é

(ρs/τ)s +ρτ = 0. (93)

3.11. Sacarrolha usual

Concluı́mos nosso texto com uma curva reversa muito
popular, a hélice circular com torção positiva, como o sacar-
rolha usual. Suponhamo-la desenhada em um cilindro circu-
lar com raio R, e seu passo seja p = 2πr. Veja a figura 17.

Figura 17: Sacarrolha usual: hélice circular com raio R e passo

2πr, com torção τ positiva. O centro C1 da curvatura coincide com

o centro C2 da esfera osculadora, ambos distantes v2/R do ponto p

da osculação.

Então suas equações são

x(ϕ) = R cosϕ , y(ϕ) = R sinϕ , z(ϕ) = r ϕ , (94)

e o elemento de linha é ds = vdϕ , sendo

v :=
√

R 2 + r2 . (95)

A curvatura e a torção vêm das eqs. (81) e (84), e são cons-
tantes:

κ = R/v2 e τ = r/v2 . (96)
Note que se R>> r (mola muito comprimida) então κ≈ 1/R
e τ ≈ r/R 2; e se R << r (mola muito esticada) então κ ≈
R/r2 e τ ≈ 1/r . E note que τ > 0, implicando o sacarrolha
usual ter torção positiva.

O triedro local tem vetores

t̂ = (R/v) [−sinϕ, cosϕ, r/R ] , (97)

n̂ = [−cosϕ,−sinϕ, 0 ], (98)

b̂ = (r/v) [sinϕ,−cosϕ, R/r ]. (99)

Note-se que t̂ é inclinado com ângulo α = tan−1 r/R para
cima com relação à horizontal; n̂ é horizontal e se dirige para
o eixo z ; b̂ está no plano que tangencia o cilindro que en-
volve o sacarrolha, e é inclinado com ângulo α para trás
com relação à vertical. Essas inclinações são percebidas com
clareza na posição ϕ = 0.

O centro C1 do cı́rculo osculador a um ponto p do sacar-
rolha está além do eixo, à distância 1/κ= R(1+r2/R2) de p;
então a evoluta (locus dos centros desses cı́rculos) do sacar-
rolha é também um sacarrolha, com raio r2/R e passo 2πr.
O centro C2 da esfera osculadora a um ponto p coincide
com o centro C1 do correspondente cı́rculo osculador, pois
ρs/τ = 0, já que τ 6= 0 e, sendo constante a curvatura κ, tem-
se ρs = 0.

O vetor de Darboux,

~ω = τt̂ +κb̂ =
1
v2 (r t̂ +Rb̂), (100)

tem ~ωs nulo devido à eq. (68), portanto acompanha o movi-
mento do triedro movente.

4. CONCLUSÃO

Nesta rápida passagem pelas linhas nos espaços bi- e tridi-
mensional, alguns tópicos menos conhecidos em estudos
preliminares não foram comentados, como transformação
de Combescure e curvas de Bertrand, e o estudo das ovais,
que o leitor interessado poderá encontrar na bibliografia
abaixo. Esperamos que você não tenha encontrado dificul-
dades na compreensão do nosso texto, e que nos perdôe se
em ocasiões tenhamos exagerado no nosso anseio de lhe pro-
porcionar leitura fácil.
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