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Curvaturas e torcoes, sem maiores pretensoes

Curvatures and torsions, it’s show time
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Resumo: Comecamos apresentando de modo claro a matemdtica relacionada a curvas em um plano euclideano;

visitamos evoluta e involutas dessas curvas, e seus circulos osculadores. Depois, no espaco tridimensional

euclideano, estudamos curvaturas e tor¢des de linhas; descrevemos o triedro movente, as formulas de Serret-

Frenet, o vetor de Darboux, indicatrizes esféricas, esfera osculadora, e curvas esféricas. No final, estudamos

com detalhe a geometria do sacarrolha usual.
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Abstract: We make a clear presentation of the mathematics related to curves in Euclidean plane; we visit evolute

and involutes, and osculating circles. We also study curvature and torsion of lines in Euclidean tridimensional

space; we describe moving trihedron, Serret-Frenet formulas, Darboux vector, spherical indicatrices, osculating

sphere, and spherical curves. We finally study with detail the geometry of the usual corkscrew.
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1. INTRODUCAO

Muitas vezes, relendo sobre curvas e superficies, senti-
mos reviver nossa satisfacdo pela companhia da geometria.
Topicos meio esquecidos, tais como curvatura e tor¢ao de
linhas no espago euclideano, triedro movente e sua ’veloci-
dade’ angular, envolventes, evolutas, involutas, ..., todos sdo
relembrados com prazer. NOs apostamos que vocé€, se for
fisico ou engenheiro como nds, também ficard feliz ao rever
esses itens; eles fizeram parte da nossa formacdo, em épocas
em que tudo tinhamos que absorver as carreiras, com pouco
tempo para degustar os novos conceitos. Nesta despreten-
ciosa monografia nds procuramos dar uma descri¢io amena
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daqueles topicos.

E frequente, em textos como este, iniciar-se a apresentacio
pelas linhas reversas, e vez por outra especializar-se para as
linhas planas. Entretanto hd, nas linhas planas orientadas
(jacentes em uma superficie também orientada, enfatize-se),
um importante conceito que inexiste nas linhas reversas: o
da curvacdo K. Ela difere da mais conhecida curvatura x,
por ter um bem definido sinal algébrico. Esperamos que tal
fato justifique a sequéncia inversa seguida neste texto.

2. LINHAS PLANAS

Imagine um plano, com eixos coordenados ortogonais
[0;x,y] providos de marcacdes equidistantes unitdrias; e re-
presente como X e § os vetores unitdrios paralelos aqueles
eixos. Entdo a posi¢do 7 de um ponto no plano € indicada



como
Fi=xi+yy; (D

como € usual, uma flecha indica vetor, € um circunflexo in-
dica vetor unitdrio adimensional. Ainda, dote o plano com
orientagdo positiva no sentido anti-horario, como indicado
na figura 1 a.
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Figura 1: a: Orientagéo angular do plano [x,y].
b: Curva plana, parametrizada por distancias, com um vetor
unitério 7 (tangente) definido em cada ponto.

c: Relagdes dx/ds =cos¢ e dy/ds =sind.

2.1. Curva parametrizada por comprimento

Considere uma linha no plano [x,y]. Marque separagdes
unitdrias ao longo da linha, mediante um parametro s de
comprimento. Estando parametrizada, a linha é promovida
a curva; expressemo-la do modo 7(s), ou [x(s),y(s)], e
orientemo-la segundo o crescimento de s. Permitamo-nos
designar sucintamente como ponto s, aquele ponto da curva
com coordenadas [x(s),y(s)].

Como (ds)? = (dx)? + (dy)?, se vé& que

xs2 +y52 =1, = XXg5+Yyss =0, )
onde cada s subscrito indica uma derivagdo d/ds ; ou seja,

a::d?/ds7 Xg i = d)(/ds7 Xgs ::dxs/ds’... (3)

E como 7y ¢ = X;.. sX + 5.9, € claro que

- 2. - _— 2 2
|rs.‘.s| =g Vs =Xes Y55

n
|rs_.'..s|n = (\/ xs...sz +ys...s2) 5 4)

a proposito, neste texto a operagdo raiz quadrada € aplicada
somente a quantidades ndo-negativas, e sempre dard uma
quantidade tampouco negativa.

Um alerta: ndo podemos arbitrar duas funcdes reais quais-
quer, x(s) e y(s), e ingenuamente presumir que elas represen-
tem uma curva plana; por s ser parametro de comprimento,
as funcdes precisam previamente obedecer a equacdo (2a).
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Convém ter a mao alguns resultados tteis de produtos es-
calares de ry com derivadas superiores ry; , g, -+ ; cada re-
sultado é obtido por derivagéo d/ds do resultado anterior:

Fsots=1, Fg-r=0,
~ L~ o R
rs'rsss:_|rss| y Ty Fysss = —3Fgs Togs. (5)

2.2. A curvacao K

No estudo das linhas orientadas em um plano orientado,
convém definir K(s), a fungfo curvagdo da curva; diferente-
mente da fungdo curvatura x(s) > 0 a ser apresentada na
secdo 2.6, em cada ponto s a curvagdo K (s) pode ser também
negativa.

A curvagdo K(s) indica a intensidade do desvio da linha
orientada para a esquerda ou para a direita em cada ponto s.
Sua definicdo € (veja a figura 1 b)

K:= qu) =0s; (6)
s
a dimensdo de K € portanto angulo por distdncia. Vé-se que
K > 0 se a curva plana se volta para a esquerda enquanto s
cresce, e se vé que K < 0 no caso contrario.
Para termos a curvacdo K(s) em termos de 7(s) e suas
derivadas, vemos na figura 1 ¢ que

Yy =sing; @)

entdo x; = —¢ysind e yg = Pycosd, que implicam ¢, =
—Xg5/¥s = Yss/Xs. Finalmente, a defini¢io (6) e alguma
manipulagdo das eqgs. (2) nos d4 trés expressdes equivalentes
para K(s) de uma curva plana, e uma expressdo para seu
médulo:

X, —
K= Jas =-= = XsYss — YsXss » |K| = |rss‘ =V xs52+YSs2-

Xs Vs

X5 =C0s0,

Todo pequeno trecho ndo reto de uma linha € aproximada-
mente um arco de circulo, denominado circulo osculador a
linha em um ponto p do trecho (veja a figura 2 a). Costuma-
se dizer que o circulo osculador contém 3 pontos da curva.
O centro [X(s),Y (s)] do circulo estd no encontro de duas
perpendiculares a linha na vizinhanga do ponto p. Um me-
ticuloso exame de sinais nas figuras 2a e 2 b mostra que as
coordenadas do centro da curvatura sao

X:x—%zx—yq,, Y=y+%5y+x¢, 9)

onde o subscrito ¢ indica derivagdo d/d¢. Percebe-se na
figura 2a que o raio p do circulo osculador satisfaz p? =
(X —x)>+ (Y —y)> = 1/K? e portanto é p = 1/|K|; e a
figura 2 b evidencia que, consistentemente, p = |sq|. En pas-
sant, as estranhas férmulas X —x = —yy e Y —y=1x
parecem ser novas na literatura.
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Figura 2: a: Duas perpendiculares a uma curva plana, em pontos
vizinhos a um ponto p = [x,y], marcam o centro [X,Y] do circulo
osculador a curva em p, com raio p .

b: Grandezas geométricas que justificam as eqs. (9).

¢: Circulo x? 4+ y?> = a?, representado pelas duas fungdes y+ (%) :=
++v/aZ —x2 ; 0 semicirculo orientado superior tem curvacio K neg-

ativa, e o inferior, positiva.

2.3. Curva com parametro qualquer

Quando o comprimento s resulte pouco pritico para
pardmetro de uma dada linha, buscamos algum parametro
real ¢ mais apropriado. A curva plana é entdo descrita
do modo 7(q) , ou [x(q),¥(q)], e convencionamos orienté-la
pelo crescer de g .

O elemento de linha passa a ser

ds=1\/x2+y,2dg, = s;=1\/x>+y>,  (10)

em que um ¢ subscrito indica uma derivagdo d/dq .

Como as fungdes x(g) e y(g) sdo conhecidas, também o é a
fungdo derivada s,(g); esta fungdo, sempre positiva, permite
féacil conversdo das derivagdes d/ds, que estivemos usando
até aqui, para as derivac¢oes d/dg, do modo

d/ds — (dg/ds)d/dg = (1/s4)d/dg; (11)

uso repetido da (11) nos da algumas conversdes de uso fre-
quente:

~ o o - 2 3
Py = Tq/Sq s Tss = Taq/Sq” — T4Sqq/Sq”

em particular, o centro da curvatura (9) correspondente ao
ponto [x,y] da curva tem coordenadas agora dadas por
Yq

X,
X: _— Y: 74 . 15
YT Ks,’ y+qu (15)

2.4. Usando x como parametro

Podemos expressar uma linha plana também do modo
y(x), e orientéd-la pelo crescimento de x . Esta convengdo para
orientagdo demanda algum cuidado. Por exemplo, se quiser-
mos descrever o circulo x*> +y* = a* do modo y(x), precisare-
mos de duas fungdes: uma das fungdes € y (x) := Va2 —x2,
que representa um semicirculo com raio a > 0 e curvagio
negativa K = —1/a, e a outra é y_(x) := —va? —x2, que
gera semicirculo com raio a > 0 e curvagio positiva K = 1/a.
Veja a figura 2 c.

Formalmente as féormulas (10)—(15) continuardo validas,
substituindo-se g —x, e dai x,— 1 € x4y — 0. Em especial, o
elemento de linha e a curvagdo K (x) agora sdo

ds=+/1+y2dx, K=-—2% (16)

onde um subscrito x indica deriva¢do d/dx; tem-se K > 0 se
Yxx > 0, pois yy > 0 implica a linha se voltar para a esquerda
ao crescer x, e tem-se K < 0 no caso da linha se voltar para
a direita ao crescer x. O centro [X (x),Y (x)] da curvatura cor-
respondente ao ponto [x,y(x)] da curva é

1 +y,2 1+ y,?
X:x_yx( +YX)’ Y:y+ + yx '

yxx yxx

A7)

2.5. Vetores unitarios tangente e normal

Para facilitar a descricdo de vdrias propriedades de uma

(1I2kurva plana C, nés definimos dois vetores unitarios especiais,

rFass = (1/34")raag =3 (Saa/ 54" ¥aa + (334q°/5¢° = Saqq/54")Fy.  1(5) € Als), em cada ponto s de C.

E convém ter 2 mio duas relagdes simples, vindas da eq. (5),
que simplificam longas expressdes:
RN 2 N
Fq Tqg=1584", Tq'Tqq=S¢Sqq- (13)
Por exemplo, levando as eqs.(12) as eqgs.(8) para a
curvacdo K(s) obtemos vérias expressdes equivalentes para
a fungdo curvagéo K(g) , e uma expresséo para o raio da cur-
vatura p(q):

K = SaYaa —YaSaq _ Xq5aq —Sa¥qq _ YqYaqg ~ Ya¥aq

2 2 3 J
Sq”~ Xq Sq"Yq Sq

52
p= 5 K = 5 (14)
Xgq” T Yaq~ — Sqq

Vetor unitério tangente no ponto [x,y] é

fi:fs:[xnys], ou f=x;k+y,¥, (18)
relembrando que X e § sdo vetores unitarios fixos, como na
figura 1 a. Vé-se que 7 € orientado no sentido do crescimento
de s, como a figura 3 a indica. Designando [X, Y] as coor-
denadas de um ponto genérico da reta tangente a curva no
ponto [x,y], e como os vetores [X —x, Y —y] e 7 séo parale-
los ou antiparalelos, tem-se a equacdo da reta tangente (veja
a figura 3 a):

== (19)



Vetor unitario normal

df/ds . fy T
|dt/dS| m ﬁ—prss—p(xssx"_YSsy)

=e(—ysk+x9), (20)

sendo p := 1/|K| > 0 o raio da curvatura e sendo € o sinal
da curvagio K. Note que o vetor 7; := d7/ds ndo é unitdrio,
ele tem médulo || = |K|. O vetor A € normal a 7, e sem-
pre aponta para o centro do circulo osculador, como na
figura 3 b. Perceba ainda que, ao longo de uma curva plana,
a orientacdo relativa de 7 e f pode mudar, como na figura 3 c.
A reta normal no ponto [x,y] tem equagdo

U R - 1)
X—x X Vs ’

onde [X,Y] agora sdo as coordenadas de um ponto qualquer
da reta normal; a (21) é consequéncia de os vetores [X —
x,Y —y| e i =p|[xsz,Yss] serem paralelos. Veja a figura 3 b.

a b A
V] L
7% ﬁ /
- [x,Y] s 1 1< 0
] e a0y

Figura 3: a: Reta tangente com pontos [X,Y], suportando o vetor
tangente 7 no ponto [x,y].

b: Reta normal com pontos [X,Y], suportando o vetor normal 7 no
ponto [x,y].

¢: A orientacdo relativa de 7 e 4 em uma curva plana muda como o

sinal da curvacdo K .

Estes dois vetores unitdrios sdo muito Uteis como base
[#(s),A(s)] de um espago vetorial local: por exemplo, nessa
base o circulo osculador no ponto s tem centro dado por
[0,p(s)], ou p(s)A(s), expressdo muito mais simples que (9),
(15), e (17); veja a figura 2 a.

2.6. A curvatura K

Vamos definir curvatura K(s) como o inverso do raio da
curvatura p(s). Entdo temos para K vdrias expressdes equi-
valentes:

K:=1/p = K| = |t;| = |F5s| = |0s]- (22)
Portanto K nunca € negativo. Olhando a eq. (20) vemos que

fy=%A. (23)
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Trabalhando esta equagdo ndés vamos obter 7i;(s), a
derivada d/ds do vetor normal 72 :

. . . 1. 1 .
L=kKA = A= Ets = [cos.q)7 sing]s
L [gusing, 0,cos0] = \¢ " [sing,coso]; (24)
como 0,/ || independe de s, a derivada d/ds de 7 da
L0 .
iy = [~ cos 0, —fysing]
1o
_ o Lo X
— — 0 (o5, sing] = — o] . (25)
|05
Resumindo, para as curvas planas se tem
fy=KA, fiy=—Kf. (26)

2.7. Obtendo a curva plana a partir da curvatura

Conhecendo a fung@o curvatura K(s) podemos obter o for-
mato de uma curva plana. A rigor, o formato pode ser obtido
somente em trechos da curva que nao contenham k = 0. Se
quisermos também a orientacdo e localizacdo da curva no
plano [x,y], premsamos também conhecer o vetor tangente
7o e o normal 7 4 curva em algum ponto sg.

Com efeito, a curva pode ser conhecida na vizinhanca de
so mediante uma série de poténcias da separagcdo s — sq :

Y
% o5 (50) + -+ (27)

7(s) =F(s0) + (s —s0) 7s (s0) +
Precisamos exprimir as constantes 7y(so) , r}'s(so) ,
mos de K(so) e suas derivadas K;(so) , K(s0) , -

Para tal, lembramos que em qualquer ponto s se tem rs=t;
entdo, usando repetidamente as equagdes 7y = KA e iy =
—kf nés obtemos, em qualquer ponto s,

- em ter-

~ A R . - 24 N
ry=1, Fy=KN, Feyy=—KT+K, - (28)

Restringindo (28) ao ponto sg, a eq. (27) fica

2 3

8 - A~
?(S)—r(50)+5t0+2 KA+ 27 (= Cho -+ Kyity) + -

d:=s5—1s0, (29)

onde a funcdo x e suas derivadas, bem como os vetores foe
ny, tém seus valores no ponto sy .

Como 7(s) —7(sp) indica a posigdo do ponto s com relagdo
ao ponto 5o , podemos decompor a eq. (29) nas suas compo-
nentes na base [f , 7] :

7(s) = 7(s0) = T(®)fo +N(3) o, (30)
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3KK, 51 K* — 3K,2 — 4KKys
4! 5!

3
4! 8"+ 5!

8 +---@31)
Ksss — 6K2Ks 65 +

2
o K g3
T(8):=8— 55" -

N(E) 1= 3,87+ 587+ =

relembrando que k e suas derivadas, assim como fo € iy, sdo
os valores no ponto sp. Notamos em 7' () a falta de termo
quadratico 82 e notamos que N(3) contém todos as poténcias
de & a partir de 7.

2.8. Base [£,7] e bases [7(s),A(s)]

Vamos relacionar as coordenadas de um ponto na base fixa
[£,9] com as coordenadas do mesmo ponto numa base lo-
cal [#(s),A(s)]. Essas relagdes serdo acionadas em se¢des
seguintes.

Inspecionando as definigdes 7
concluimos que a base fixa [£, §]
se relacionam segundo

f\ X5 Vs £
i)\ —€ys €x y)’
x [ Xy —E€Ys f
y Ys  E€Xg n)’
onde € := pK é o sinal da curvacgdo K no ponto s.
Sejam [X ,Y] as coordenadas de um ponto qualquer Q do
plano, na base fixa [£,J], e sejam [x,m] as coordenadas

desse ponto na base local [f,7A] do ponto P = x2+yy. A
figura 4 evidencia que

= x5, ys] e 7= g[—ys, xg
e as bases locais [7(s),7A(s)]

k)

2

(33)

X2+ Y§] = [ef+y§] + [xf +nl,

donde (X —x)i+ (Y —y)y=xi+nn; (34

usando as (33) na (34b) obtemos a correspondéncia entre
as coordenadas [X,Y] e [x,n] de um mesmo ponto, como

queriamos:
X\ Xs Vs X—x
n/) \ —€y &xs Y-y )’
X—x\ _ [ x —€ys X
Y—y )y ex n)

2.9. Envolventes

(35)

Existem familias de linhas planas que fazem surgir uma ou
mais novas linhas, denominadas envolventes ou envelopes,
que tangenciam todas as linhas da familia. Por exemplo, veja
na figura 5 a a familia de circulos

(x—?»)z—&-yz =d*; (36)

--(32)

~>

ou

0) (K(P)<0)

<>

P
~ (K(P)>
xa’Eery(x( )

o

~
xr

Figura 4: Soma vetorial [X£+ Y] = [x£+y$]|+ [xf+nA]; elavale
para ambos casos K(P) > 0e K(P) <0.

RTINS,
e

Figura 5: a: A familia de circulos (x—A)2+y?> =a

2 € suas en-

volventes, as retas y = +a.

b: Toda linha é a envolvente da familia de suas retas tangentes.

cada circulo da familia € especificado pelo valor do
parametro A, que indica a posi¢do do seu centro. Esta familia
tem duas envolventes, as retas y = +a.

Se uma familia for dada por uma equagéo f(x,y,A) =0,
como a (36), cada envolvente (se existir) serd solu¢do do par
de equagdes

{f(x,y, =0, a7

filx,y,A) =0,

onde f) =df/oA.

[Para provar esse fato, notamos que todo ponto da envol-
vente pertence simultaneamente a alguma curva f(x,y,A) =
0 e a curva vizinha f(x,y,A+dA) =0; como f(A+dA) =
SN+ f(A)dA, e como f(A) =0, resulta f; =0, assim com-
pletando a prova.]

Por exemplo, no caso da figura 5a tem-se f = (x — )% +
y?> —a?,eaequagio f =0dd A =x, que levadaa f =0 d4
efetivamente y = +a.

Note-se que nem toda familia de linhas planas con-
figura uma envolvente; por exemplo, a familia de circulos
concéntricos x> 4+ y? = A? ndo tem envolvente.

Perceba ainda que toda linha plana é a envolvente da
familia das suas retas tangentes, como a figura 5b eviden-
cia.



Figura 6: Evolutas. a: As normais a um arco C de linha plana con-
figuram a evoluta E de C.

b: Os pontos do arco plano C onde a curvatura k(s) é extrema
(maxima ou minima) produzem cuspides na evoluta E .

¢: Sendo C um arco plano em que a fungéo raio da curvatura p(s)
ndo tenha extremo, o comprimento de sua evoluta E é |py — p1].

d: Uma elipse e sua evoluta; as cuspides {A, B,C, D} na evoluta cor-
respondem aos pontos {a,b,c,d} com curvatura extrema da elipse,
respectivamente; A e C sdo interiores a elipse, mas ndo sdo focos; B
e D podem ser interiores a elipse.

e: Parte de uma sendide e a evoluta dessa parte; os pontos {E,G, 1}
da evoluta estdo no infinito; eles correspondem aos pontos de in-

flexdo {e, g,i} da sendide.

2.10. Evoluta

Definimos evoluta de uma linha plana como a envolvente
das retas normais a linha. Como duas retas vizinhas nor-
mais a uma linha se encontram no centro da curvatura, entéo,
equivalentemente, evoluta de uma linha plana € o locus dos
centros dos circulos osculadores da linha. Cada linha plana
tem uma unica evoluta. Ainda, toda linha plana € a evoluta
de uma infinidade de outras linhas (suas involutas, a serem
vistas na se¢do 2.11).

Um modo grafico de obtermos a evoluta de uma linha
plana C nos € sugerido pela figura 2a, onde vemos que o
centro da curvatura € a interse¢do de duas normais a linha:
entdo desenhamos a familia das retas normais a C; a envol-
vente dessa familia € a evoluta de C . Veja as figuras6ae6b.
Note que a evoluta de um circulo se restringe a um ponto, o
centro do circulo. Algumas evolutas tém formato bastante
curioso, como a evoluta de uma elipse e a evoluta de uma
sendide, mostradas nas figuras 6d e 6e.
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Perceba que o comprimento infinitesimal |dsg | de um arco
de evoluta vale |ps(s)ds|, onde ds é o arco infinitesimal cor-
respondente na curva C, e ps(s) é a derivada do raio da
curvatura no ponto s. Considere agora um trecho da curva
C em que a fungéo raio da curvatura p(s) ndo tenha ex-
tremo (miximo ou minimo); entdo a figura 6 ¢ evidencia
que no correspondente trecho da evoluta E (que ndo conterd
caspide) ocorre Asg = |Ap|, isto é, o comprimento do trecho
na evoluta € a diferenga entre os comprimentos dos raios da
curvatura inicial e final.

As evolutas podem ser obtidas também analiticamente,
lembrando que s@o o locus dos centros da curvatura
(se¢@o 2), como nas duas secdes a seguir.

2.10.1.  Evoluta de elipse

Elipses t€ém evolutas dignas de atencdo especial. Con-

sidere a elipse com equacdes

x(@) =acos®, y(@) =bsing, 0 < b <a, 0<¢<2m;(38)

calculamos x¢ , Yo, Xep, Yoo » que levados a eq. (10) nos dao

s(pz = a*sin’ @+ b*cos? @; 39)

a curvagdo da elipse é obtida da eq. (14), que dd K(@) =
ab/ sq,3 . Finalmente, a evoluta da elipse vem das egs. (15),

com ¢ := Va2 — b? (veja a figura 6 d):

C2 3 2 .3
X(9)=—cos’g, Y(¢)=——sing,

(aX)*? + (bY)?? =43, (40)

2.10.2. Evoluta da cicloide

A cicloide tem como evoluta outra cicloide, congruente,
como veremos. Sejam

x(9) = a(¢—sing), y(@)=a(l—cos9) (41)

as equagdes da cicloide (veja a figura 7). Calculamos
Xg, Yo Xgo » Yoo » € €ntdo as equagdes (13a) e (14¢) nos dio

1

So=2asin@/2, K=- el

(42)

As equagdes da evoluta sdo entdo obtidas da eq. (15),
X(9) =a(e+sing), Y(¢)=—a(l—-cosq), (43)

e s20 uma nova cicloide, mostrada também na figura 7.
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Figura 7: a: Em linha cheia, a cicloide com equagéo (41), no trecho
0 < @ < 37; em linha tracejada, a correspondente evoluta (43). A
curvatura K (42) da cicloide (41) € infinita em ¢ = 21T com 7 in-
teiro.

b: Em cima, uma cicloide e sua cépia invertida, com as respecti-
vas evolutas; as cispides das evolutas estdo nas cicloides originais.
Em baixo, uma elipse com mesmas dimensdes, e sua evoluta, para

comparagao; as cuspides no eixo maior nao estdio na elipse.

2.11. Involutas

Como o nome insinua, evolventes (ou involutas) de uma
curva plana C seriam especiais linhas que evolvessem de C;
veja-se, por exemplo, partes de involutas de um circulo, as
espirais na figura 8 a.

Vamos usar a seguinte defini¢do: involuta de uma curva
plana C é toda linha que parta ortogonalmente de C e incida
perpendicularmente nas retas tangentes a C (figuras 8b, ¢,
d). Essa definicdo parece capacitar duas involutas para cada
ponto interior de C; entretanto esses dois pedacos podem ser
parametrizados com valor zero no encontro (formando geral-
mente uma cuspide), e valores negativos para um lado e po-
sitivos para o outro. Com isso, temos somente uma curva
involuta correspondendo a cada ponto sy da curva C.

a b c d

Figura 8: Involutas. a: Involutas de um circulo; sdo espirais de
Arquimedes.

b: Uma involuta do arco B, incidindo ortogonalmente na familia
das retas tangentes ao arco.

¢: Esbogo de involutas do arco C'.

d: Trés involutas do arco D .

Como as normais a uma involuta de C sdo tangentes a C,
percebe-se que se E for a evoluta de I entdo [ serd uma invo-
luta de E . Dito de outra forma, toda linha plana € a evoluta
de todas as suas involutas. Ou ainda, cada linha tem uma
infinidade de involutas, e toda linha € involuta de uma unica
outra linha (a sua evoluta, vista na se¢ao 2.10).

Considere as involutas de uma curva C, e considere a
intersecdo de cada uma dessas involutas com uma dada tan-
gente a curva C: perceba entdo que todas as retas tangentes
as involutas naqueles pontos de interse¢do sao paralelas. Este
fato é chamado propriedade do paralelismo das involutas
(figura 9 a).

E percebemos que a distincia entre duas involutas de uma
curva C, medidas ao longo das tangentes a C, € constan-
te (figura 9b). Este fato é conhecido por propriedade da
equidistdncia das involutas.

1,1

Figura 9: a: Propriedade do paralelismo das involutas / e 1.

b: Propriedade da equidistancia das involutas I e I’.

¢: Propriedade do barbante na involuta / : o comprimento dos arcos
a0 e bO na curva E é igual ao dos segmentos tangentes aa’ e bb',
respectivamente; igualmente cO e dO tém comprimentos iguais a

cc’ e dd’, respectivamente.

Um modo pritico de se desenhar uma involuta usa a pro-
priedade do barbante (figura 9¢): se um barbante inex-
tensivel € todo ele estendido ao longo de uma curva E, e uma
das extremidades € mantida fixada em E enquanto a outra é
descolada no plano de E mantendo-se o barbante esticado e
tangente a E, o caminho percorrido por esta extremidade é
um pedaco de uma involuta / de E.

Usando a propriedade do barbante, fica fcil obter a
equagdo das involutas de uma curva qualquer [x(s), y(s)].
No ponto varidvel s da curva o vetor unitdrio tangente tem
componentes [xs(s),ys(s)] .

X =x(s)— (s—s0)x5(5), Y =y(s)—(s—s0)ys(s). (44)
A figura 10 mostra as grandezas que constroem um ponto
[X,Y] da involuta cuja origem seja sp .

2.11.1. Linhas planas equidistantes de uma elipse

Dada uma curva plana C, e construida a sua evoluta E,
vemos que a curva C € uma das involutas de E. As demais



Ys(s)

x(s) X

Figura 10: Grandezas envolvidas na equagdo (44).

involutas de E podem ser construidas de modo muito simples
a partir da curva C, usando-se a propriedade das separacdes
constantes (figura 9 b). Essas novas involutas de E serdo cur-
vas planas equidistantes da curva C.

Por exemplo, seja C a elipse

x(@) =acos@, y(@) =bsing, 0 < ¢ <2x, 0 < b < a,(45)

cuja evoluta E foi mostrada na figura 6 a; desenhamos as re-
tas normais a elipse, e sobre elas marcamos os pontos [X ,Y]
com separacdo m (negativa ou positiva) para a elipse. Apés
alguns célculos obtemos

X(9) = (= ")cosg, ¥(g)=(b—“")sing,

ri=1/a?sin* @+ b2 cos? . (46)

Valores negativos de m geram involutas ovais da evoluta,
maiores que a elipse; veja a figura 11a. Valores 0 < m <
b?/a geram também ovais, porém menores que a elipse. Os
valores intermedidrios b*>/a < m < a*/b produzem as inte-
ressantes involutas mostradas na figura 11b. Finalmente,
valores m > a? /b geram novas ovais, com o raio maior ori-
entado verticalmente (figura 11 ¢).

3. CURVAS REVERSAS

No espaco tridimensional usual consideremos um triedro
ortonormal fixo, [0;%,9,Z], com orientagdo 'mdo direita’
(2= X x¥); cada ponto do espaco é especificado por suas co-
ordenadas [x,y,z], ou equivalentemente por seu vetor posi¢do
F=xX+yj+zZ.

Um alerta: hé textos que usam orientagdo 'mao esquerda’
para o triedro fixo; em consequéncia, muitas férmulas daque-
les textos tém sinal oposto aos nossos [2].

Uma curva reversa pode ser dada por uma funcao vetorial
7(s), isto é, pelas trés fun¢des componentes

x(s), ¥(s)s z(s), (47

FM. Paiva and A.F.F. Teixeira

m=a’b

m= a+cYa

m>a+cya

a<lm <az/b

Figura 11: Supde-se a/v/2 < b < a. a: Uma elipse de semieixos a
e b (m =0), sua evoluta E, e algumas ovais equidistantes da elipse,
com distiancia m < b2 /a, todas "deitadas’ como a elipse.

b: Trés linhas equidistantes da elipse, involutas de E, com valores
b?Ja<m< a?/b.

¢: Ovais equidistantes da elipse com m > a? /b, com orienta¢do

vertical.

sendo s um pardmetro de distincia sobre a curva. As
equagdes 7y - s = 1 e - Py = 0, escritas nas eqs. (2) para
curvas planas, sdo vélidas também para as curvas reversas,
agora escritas

xs2 +y32 +Zs2 =1, = XgXes+VsVss T 252s =05 (48)

as Obvias generalizacdes tridimensionais das egs. (4), bem
como as eqs. (5), valem também para as curvas reversas.

3.1. Triedro movente

Como mostra a figura 12, em cada ponto p = [x,y,z] da
curva nés definiremos um triedro movente , constituido por
3 vetores unitdrios ortogonais, o tangente 7, o normal prin-
cipal 71, e o binormal b,e por 3 planos ortogonais orientado,
o normal L #, o retificante L i, e o osculador L b. Aqui o
termo “movente’ se refere 2 mudanca do triedro de um ponto
para outro vizinho ao longo da curva. Esta sec¢do tratard dos
vetores unitdrios, e a secdo 3.3 cuidard dos trés planos orto-
gonais.

Vetor unitério fangente no ponto p = [x,y,z] é

fi=7s = [x0,y5,25] =t [0, B,Y] = 0k + B + 2, (49)

onde o subscrito s indica d/ds . Perceba que #(s) é orientado
no sentido do crescimento de s ; as fungdes [ou(s), B(s),Y(s)]
sdo chamadas cossenos diretores de 7(s) na base fixa [£,$, 2] .
Sendo f unitario, tem-se o> 4+ B>+ > = 1.

Reta tangente no ponto s € aquela que da suporte ao ve-
tor 7(s). Designemos por [X,Y,Z] as coordenadas de um
ponto genérico da reta tangente, na base [0;x,y,z|; como o
vetor [X —x(s),Y —y(s),Z —z(s)] é paralelo ou antiparalelo
af(s) =[a(s),B(s),y(s)], temos as seguintes equagdes para
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Figura 12: a: Com orientagdo 'mdo direita’, os vetores unitdrios
fixos £, 9,2 =X x 3.
b: O triedro movente com vetores unitérios 7,4 L f, b =f X /A no

ponto p da curva orientada, e os trés planos ortogonais orientados.

areta tangente em [0;x,y,z]: [3, pag. 7]
X-x Y-y Z-z
o B '

Vetor unitario normal principal :

(50)

—

A

n: = pr;s =p [xswysmz.w] = [l,m,n] s

1
pi= = , 1)
|rss| \/XSSZ +ys52 + Zssz

sendo p > 0 o raio da curvatura; 7 € perpendicular a 7, e sem-
pre aponta para o lado cdncavo da curva ("aponta para den-
tro’, semelhantemente ao vetor normal nas curvas planas);
as fungdes [I(s),m(s),n(s)] sdo chamadas cossenos diretores
de 7A(s) na base fixa [£,¥,Z]. Devido a unitariedade de 7,
tem-se 2 +m? +n? = 1; e a ortogonalidade 7 - /i = 0 implica
ol +Pm+yn=0.

A reta normal principal no ponto [x,y,z], com pontos com
coordenadas [X,Y,Z] na base fixa, tem equagdes

- —
|7ss]

X—x Y-y Z-z

) (52)
l m n

pois os vetores [X —x, Y —y, Z — z] sdo paralelos ou antipa-
ralelos a A = [I,m, n].
Vetor unitério binormal :

oo

=TXA=pry X Fys
=p [yszss —ZsYssy ZsXss — Xslssy XsYss _y_vxss] = [7\,,,[1,\/],
(53)

[A,u, V] so chamados cossenos diretores da binormal na base
[£,9,2]. A unitariedade de b faz ser A> + 1> +v> =1, e a
ortogonalidade de b a 7 e a i implicam Aot +uB +vy=10c¢
M+ pum+vn = 0.

A reta binormal no ponto [x,y,z], com pontos com coor-
denadas [X,Y,Z] na base fixa, tem equagdes

X—x Y-y Z-—z
A ou v

(54)

As retas tangente, normal principal e binormal sdo con-
vencionalmente orientadas como 7, 7 e 13, respectivamente.
Por sua vez, estes vetores t€ém orientacdo relativa dada pela
regra da mao direita, a exemplo do triedro fixo [, J,2] .

Um alerta: hd quem defina b como 7 x f , ocasionando
muitas férmulas discrepantes das nossas.

O conjunto de todas as retas tangentes a uma curva reversa
C forma uma superficie, chamada superficie tangente de C.
Cada ponto da superficie pode ser especificado por um par
de niimeros, [s, u], do seguinte modo: a reta tangente & curva
no ponto s € numerada como s, e orientada como a curva.
Ao longo de cada reta tangente estabelece-se marcacdes u
ordenadas, sendo u = 0 o ponto da tangéncia.

De modo semelhante podemos construir a superficie nor-
mal principal e a superficie binormal da curva C.

3.2. Matriz dos cossenos diretores

As componentes dos vetores 7(s), 7i(s), e b(s) na base fixa
[£,9,2] constituem as linhas da matriz quadrada M(s) dos
cossenos diretores [3, pag. 13],

a By

Il mn
Auv

M= ; (55)

e a ortonormalidade deles (f-f =1, f-A=0, ---) implica
M ser ortogonal, isto €, sua transposta iguala sua inversa,
MT =M1 ecomob=+7x,tem-sedetM = +1e

ol A mv—nu Yyu—Ppv np—my

Bmuy|l=| nk—Iv aov—yr Iy—na |; (56)

Y nv lu—mA PA—ou mo—IB
relembre-se que todos os nove cossenos diretores (O, - - -, V)

variam ao longo da curva, ou seja, sdo fungdes de s.
A passagem da base fixa [£, §, 2] para uma base movente
[f, 1, b], e vice-versa, usa as matrizes M e M7 :

7 o By £
inl=11mn vy,

b Auv Z

£ o I A f

Y= B mu n (57)
Z Y nv b

As eqs. (57) nos possibilitam relacionar as coordenadas
[X,Y,Z] de um ponto g na base fixa [£, , Z] com as coor-
denadas [, M, {] desse mesmo ponto g no triedro movente
[f, 7, b] que tenha origem p em [x,y,z]; com efeito, a
figura 13 mostra que

=xf+mAa+Cb; (58)

[a )

(X —x)2+ Y —y)$+(Z—2)
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A
T

N
z

Figura 13: A igualdade [X£+Y$+Z3 = [x2+yP+22) + [xf +
ni+¢bl.

usando as (57) na (58) se obtém as relacdes entre as coorde-

X —
Y —
7 —

< 3=

(59)

X3 R N < =

B
m
u
o [ A
B m u
Y nv

3.3. Planos do triedro movente

Na apresentacdo do triedro movente (secdo 3.1) ficou fal-
tando uma descricdo mais minuciosa dos planos daquele
triedro, o que faremos agora. Em cada ponto s de uma curva
reversa, definimos trés planos ortogonais orientados, associ-
ados aos vetores [f ,ﬁ,lﬂ: o plano normal, o retificante, e o
osculador. Veja a figura 12.

O plano normal a curva no ponto p = [x,y,z] é perpen-
dicular ao vetor tangente 7 no ponto; portanto ele contém
os vetores i ¢ b. Chamando P = [X,Y,Z] os seus pontos,
percebemos que os vetores pP := [X —x,Y —y,Z —z] sdo per-
pendiculares ao vetor tangente 7 = [, 3,7] ; entéio a equagdo
do plano normal é - pP =0, ou seja 3, pag. 8],

X —x)+BY —y)+y(Z—-2z)=0. (60)

O plano retificante a curva no ponto [x,y,z] é perpendicu-
lar ao vetor normal principal 2 = [I,m,n] no ponto, portanto
seus pontos [X,Y,Z] tém equagdo linear

I(X—=x)+mY —y)+n(Z—-2z)=0. (61)

O plano osculador a curva no ponto [x,y,z] é o plano que
‘mais contém a curva’ no ponto; um trecho plano de uma
curva reversa jaz inteiro no seu plano osculador. Este plano

FM. Paiva and A.F.F. Teixeira

contém os vetores 7 e A, portanto é perpendicular ao vetor
binormal b = [A,u,V]; esta ortogonalidade faz seus pontos
[X,Y,Z] terem equag@o linear

AMX—x)+uY —y)+v(Z—-2z)=0. (62)

Os planos normal, retificante e osculador sdo orientados
do modo mao direita relativamente aos vetores 7, 7, 13, res-
pectivamente. Costuma-se dizer eles contém 1, 2 e 3 pontos
da curva reversa, respectivamente.

3.4. Curvatura e torcao

A fun¢io curvatura k(s) de uma curva indica o quanto a
direc@o da curva estd mudando em cada ponto. Como ocorre
nas curvas planas, também nas curvas reversas k(s) tem va-
lores somente ndo-negativos, K := 1/p > 0, sendo p(s) o
raio varidvel da curvatura dado na (51) [3, p.9]:

K:=1/p=|t]| = |75l (63)

A fungdo torgdo t(s) de uma curva reversa tem qualquer
valor real, e € definida somente em pontos onde a curvatura
k for ndo-nula. A tor¢do informa o quanto a curva esta es-
capando do seu plano osculador ao crescer s, e para qual
lado. Ela é definida como a taxa de variacdo da binormal,

do modo .
db/ds =: —1A. (64)

Como veremos na secdo 3.11, o sinal negativo nessa
defini¢do fara positiva a tor¢ao de um sacarrolha usual. Um
exame atento da eq. (64) nos faz perceber que, ao crescer s,
a curva com T positivo passa do lado negativo do plano oscu-
lador para o lado positivo. Um alerta: hd quem defina torgao
com o sinal oposto ao nosso [3, p.16].

Na sec@o 3.6 veremos que as fungBes curvatura k(s) e
torgdo T(s) sdo suficientes para revelar a forma de uma curva
reversa.

3.5. Formulas de Frenet

Os vetores ortonormais [7(s),/(s),b(s)] do triedro
movente mudam de orientagdo ao longo da curva. A
mudanca de cada vetor é dada pelas férmulas de Frenet,

!

A

5 0 ¥ 0 7 Iy =xXn,
Ag |=(-x 0« A |, ou i, =—xki+th, (65)
by 0 -0 b by = —Th.

A férmula f; = K/ é na verdade a defini¢dio de curvatura
K, como nas eqgs. (20) e (63); ela informa que a mudancga de
direcdo do vetor f se faz na dire¢do e sentido de 7, portanto a
mudanga ocorre no plano {7,74}, o plano osculador.
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Eaférmula by =—tA éa definicdo eq. (64) de torcdo T;
ela informa que a mudanca de direcdo do vetor b ocorre no
plano {ﬁ,@}, o plano normal. Informa ainda que, quando a
tor¢do T for positiva, a variag@o by ocorre no sentido oposto
a i, ou seja, no sentido oposto ao do centro da curvatura da
curva no ponto s.

Finalmente, a formula 77y = —7 + th informa o quanto o
vetor unitdrio A varia nas dire¢des 7 e b.

A variacdo da orientagdo do rigido triedro movente ao
longo de s é gerenciada, em cada ponto, por um vetor ®(s)
tal que

— ~

xf, Hy=0xn, by=0xb. (66)

=

E;:

Esse vetor € chamado velocidade angular do triedro
movente, ou vetor de Darboux ; ele é obtido por inspecdo
das férmulas de Frenet (65), e é

=1i+xb. (67)

Ele jaz portanto no plano {f,b}, o plano retificante, e tem
dimensao de inverso de comprimento. E ele préprio ndo se
mantém fixo no triedro movente; sua mudancga ao correr de s

2

c
By =T, 7+ Kb (68)

notamos que as contrlbulgoes def; e bs para @, se cance-
laram de vez que f; = K e by = —tA. O vetor de Darboux
geralmente muda de intensidade, |®(s)| = 1/k2(s) +12(s) ;
ele muda também de orientagdo com respeito ao triedro
movente, embora se mantenha no plano retificante — aquele
ortogonal a normal principal 7i .

Podemos encontrar a velocidade angular &, da mudanga
de direcdo do vetor de Darboux. Para tal, veja na figura 14 o
angulo ® e os vetores ®(s) e O(s+ds), de onde extrainos o
produto vetorial

A(s) X A(s+ds) = |od(s)||d(s +ds)| (sind®P)A;  (69)
o lado esquerdo da (69) nos da

@5 (s)ds] = G(s) x @s(s)ds

O(s) x [(s) +
«b) x (18 +1,b)ds = (kt, — T, )dsA. (70)

= (tf+xb) x
Tomando na eq. (69) as aproximagdes
|®(s)| |D(s+ds)| ~ >+ K> e sin(dD)~dP, (71)

e usando-as na eq. (70), finalmente encontramos

do - KTy —TK
7:@5:@,@7 (72)
ds

a velocidade angular do vetor ® de Darboux.

11

Figura 14: Os vetores ®(s) e ®(s + ds) estdo no plano retificante

(ortogonal ao vetor normal principal 7).

3.6. Formato da curva reversa

Semelhantemente a secdo 2.7, podemos conhecer o for-
mato de uma curva reversa na vizinhanca de qualquer de seus
pontos (ponto sp, digamos), com a precisdo que desejarmos.
O formato sera expresso em termos unicamente da fungéo
curvatura K(s), da fungdo tor¢do t(s), e das derivadas de am-
bas no ponto sg.

Comecamos relembrando a expansdo (27)

PRY)
%r;s(so)  (73)

F(s) =7F(so) + (s — s0)7s(s0) +
precisamos exprimir as constantes vetoriais 75(so) , 7ss(s0) ,

- em termos de K e T e suas derivadas no ponto sg, € dos
vetores unitarios g , 71y , € l;z) em sg.

Para tal, primeiramente lembramos que, em qualquer
ponto s, temos 7y = {; entdo, usando repetldamente as
férmulas de Frenet 7; = ¥, il = —kf —th e b = —1i nds
obtemos, em qualquer ponto s,

r=t, Fos = KA, Fous = KA — KT+ KT,
Fosss = —3KKf + (15 — 1 — KT2)A + (2K, T+ KT )b, - - -
(74)
Usando 75, 75, € I'sss das (74), a (73) fica
2
. . ~ (s—s N
F(s) =F(so) + (s —s0)to + % Kig
3
§—8 ~ N ~
—l—% (—K2t0+K5no+Krbo)+~~- , (75)

onde os vetores 7y, 7y, bAo e as funcdes K e T e suas derivadas
agora sdo aqueles no ponto s .

Como 7(s) —F(sp) indica a posi¢do do ponto s com relagdo
ao ponto 5o (veja a figura 13), podemos decompor a (75) nas
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suas componentes na base [f , 720 ,bo] :

7(s) =xfo+nio+Cho,  (76)

2
3Kk,
XZS—%??—%&#---, §:=s-s50, (7D
K K Kys — K> — KT?
n:§82+3—f§3+”T54+m, (78)
KT 2K,T + KT
§:§83+%64+---. (79)

Algumas observacdes: notamos que, na vizinhanca imedi-
ata de s = sg a funcdo  varia como s — sg, enquanto que 1
cresce proporcionalmente a (s —so)2, e { varia proporcional-
mente a (s — s0)3. E, como se esperava, as curvas planas
(t(s) = 0) se mantém no plano osculador (aquele com { = 0).

3.7. Ainda curvatura e torc¢ao

O problema inverso do anterior é: dada uma curva reversa
7 =7¥(s), obter-se as correspondentes fun¢des curvatura K(s)
e torgdo t(s) .

A curvatura x = 1/p foi obtida na (22) para curvas planas;
sua expansdo para curvas reversas € trivial:

K(5) = |Fas] = VX2 + Y2 + 2652 (80)

Expressa em termos de um pardmetro g qualquer, foi também
obtida em (14) para curvas planas, e tem trivial generaliza¢do
para curvas reversas [4, pag. 17]:

Vv |r;t1‘2_sqq2 . (81)

K =
(9) 7
A obtengdo de T(s) é menos simples; manipula-se (65 c),

by=—th = T=—n-by=—h-(xA)

=—A-fxA—Atxay= T=0—7-F Xl (82)
—(P ?S)'/;X (P s sZ—PV§s'i§X (psr§s+pr;vs);

Como ryg - Fy X iy =0e p = 1/|Fg

, resulta [4, pag. 16]

1 Xs Vs Zs
= Xss  Yss  Zss | - (83)

212

Ty Fgs X Fyss
T(S) = |rzs|2

Fica claro que uma curva € plana se, e somente se, o deter-
minante (83) for nulo.
Se for usado um parametro g # s, um longo porém trivial
célculo algébrico usando (83), (12) e (13) d4 [4, pag. 17]
74" Taq X Tqqq

1(q) = (84)

B |Sgq7g — Sq¥qql*
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Figura 15: A esquerda, uma curva reversa C e alguns de seus ve-
tores tangentes unitdrios. A direita, uma esfera unitdria qualquer e

a indicatriz esférica I' das tangentes de C.

3.8. Indicatrizes esféricas

Indicatriz esférica de uma curva reversa C é um mapa
de C em uma esfera de raio unitdrio. Por exemplo, veja
na figura 15 uma curva C e uma esfera qualquer, com raio
unitario; para cada ponto s da curva C, construamos um raio
orientado na esfera, paralelo a rangente unitéria 7(s). Isso im-
primird na esfera uma curva orientada I’, denominada indi-
catriz esférica das tangentes. Percebe-se que o comprimento
|dI'| de cada arco infinitesimal na indicatriz coincide com o
mddulo |d7| da variag@o infinitesimal da tangente unitdria 7
no ponto s correspondente. Como k = |7;|, a fungdo curvatura
k(s) pode ser obtida como

K =|dI'/ds

. (85)

Cada curva C gera uma Unica indicatriz esférica I’, mas hd
infinidade de diferentes linhas reversas que podem gerar uma
mesma indicatriz I'. Por exemplo, dois arcos de circulo de
902 com raios diferentes podem ter mesma indicatriz esférica
I.

De modo anélogo, podemos construir a indicatriz esférica
das binormais, I°. E de modo andlogo, ela nos proporciona
o médulo da tor¢do em cada ponto s,

1| = |dI®/ds]|. (86)

Podemos ainda construir a indicatriz esférica I", das nor-
mais principais, de modo andlogo. Notamos que, se centrar-
mos a esfera unitdria das indicatrizes na origem das coorde-
nadas, entdo os pontos de /7, de I" e de I” terdo localizagio 7,
i, e l3, respectivamente.

3.9. Circulo e esfera osculadores

E bem conhecido que um circulo é especificado por 3 pon-
tos ndo-colineares. Entdo, se além de um ponto p de uma
curva reversa escolhermos 2 pontos vizinhos a p, teremos
definido um circulo, denominado circulo osculador a curva
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Figura 16: a: Uma curva reversa, seu circulo osculador no ponto p
com centro C; e raio p = 1/x.

b: A mesma curva, com sua esfera osculadora em p com centro C,

eraio v/pZ+ (ps/7)2.

em p. Costuma-se dizer que, dentre os circulos que tangen-
ciam a curva em p, o circulo osculador € o que *mais contém’
a curva. Esse circulo esta contido no plano osculador a curva
em p. No triedro local [f, 7 713] o circulo osculador tem centro
C; =10,p,0], sendo p = 1/x 0 seu raio e sendo K a curvatura
no ponto. Note-se que o valor T da tor¢do ndo importa para o
valor do raio do circulo osculador. Veja a figura 16 a.

E também bem conhecido que uma esfera fica definida
por 4 pontos ndo-coplanares. Entdo escolhemos 3 pontos da
curva vizinhos a p e teremos definida a esfera osculadora a
curva no ponto p. Essa esfera claramente contém o circulo
osculador, que € a intersecdo da esfera osculadora com o
plano osculador. Por simetria, se vé na figura 16 b que o cen-
tro C, da esfera osculadora jaz na reta polar do circulo, ou
seja, na reta que passa pelo centro C; do circulo e é normal
ao seu plano [3, p. 15].

O modo como se obtém o raio r, e as coordenadas do
centro C, da esfera osculadora sdo suficientemente interes-
santes para merecerem uma minuciosa descricdo. Vamos
referir todas as coordenadas ao triedro local [ 7,7, b1 do ponto
de osculagdo. Denominando [x,M,{] as coordenadas de um
ponto genérico da esfera, e sendo [2,M2, 2] as coordenadas
(a descobrir) do centro C, da esfera com raio r, (também a
descobrir), a equagdo da esfera é

(x—x2)*+(M—M2)*+(§—C2)* = r?. (87)

Na vizinhanca do ponto de osculacdo, os pontos da curva
sdo dados pelas expansdes (77)—(79) para x,m,{. Devemos
impor que, nessa vizinhanga, a curva e a esfera tenham 4
pontos em comum; entdo precisaremos dos termos desde a
ordem (s — s0)° até a ordem (s — 59)>, nestas equagdes. Por
simplicidade definimos & := s — sy, € as trés equagdes (77)—
(79) se resumem a

2
_s_ K3 _ Koo K _ K3
2(s) = 8- 8%, m(s) = 382+ T8, (o) = T8, s9)
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que levamos a (87):

2
(8- 58 1)+ (582 + 287 —m2 4 (87— Lo = 2.

(89)

Grupemos os termos por poténcias de 8, desde 8° até 57 :

2% +M2% + 8% — 1)+ [—2x2] 8+ [1 — kna) 52
1
+§ (K52 — KsM2 — K162]8° = 0. (90)

O ponto de osculagdo tem & = 0, entdo igualando a zero
o primeiro bloco [---] da (90) nos dard o raio da esfera
osculadora, 2 = x22 +M2% + 2;22, depois que tivermos
x2,M2,C.

A (90) sem o primeiro bloco tem termos com §, & e &°.
Para & suficientemente pequeno precisamos igualar a zero
também o segundo bloco [-- -] da (90), o nos dd 32 = 0.

Sem os dois primeiros blocos na (90) igualamos a zero
também o terceiro bloco [---], 0 que nos ddm, = 1/x (=p).

Finalmente, igualando a zero o quarto bloco [---] resulta
K2X2 —K,M2 — ktr = 0. Rearrumando estes resultados, fi-
camos com

[x2, M2, §2] =10, p, ps/T];: O1)

estes sdo o raio da esfera osculadora e as coordenadas do seu
centro C, na base [f ,ﬁ,l;} do ponto de osculagdo. Como o
centro C do circulo osculador tem coordenadas [0, p, 0],
vemos que o centro (91b) da esfera osculadora estd na reta
polar do ponto de osculagéo, a distincia |ps/t| do centro do
circulo osculador.

Vemos também que os centros C; do circulo osculador
e C, da esfera osculadora coincidem em um ponto onde a
tor¢do ¢ ndo-nula, T # 0, e a curvatura x € constante (ps; = 0),
caso em que o raio p do circulo e o raio r, da esfera sdo
iguais; neste caso, o circulo osculador € um circulo maximo
da esfera osculadora.

Ainda, vemos que se a tor¢do |t| for muito pequena mas
a derivada p; ndo o for, o raio r, da esfera osculadora, dado
na eq. (91a), serd muito grande. A esfera entdo estard quase
tangenciando o plano osculador.

Vamos designar como curva G1 aquela que une os centros
dos circulos osculadores de uma curva reversa C. Note que
se C for curva plana entdo G| € a evoluta de C; entretanto,
a curva G ndo € definida como evoluta da curva reversa C.
Em verdade a evoluta da curva reversa C é definida como a
curva G, que une os centros C, das esferas osculadoras de C.

r?=p*+(ps/7)?,

3.10. Linhas esféricas

Do mesmo modo que chamamos linhas planas aquelas
que possam ser desenhadas em um plano, chamamos li-
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nhas esféricas aquelas desenhdveis em uma esfera. As li-
nhas planas se caracterizam por terem torcao nula, e quere-
mos descobrir que equacio deve ser obedecida por uma linha
esférica.

Percebe-se que essa esfera € a tinica esfera osculadora em
todos os pontos da linha, implicando dr, /ds =0 . Como d/ds
da (91a) da

r2dr2/ds =pps+ (ps/'t)(ps/ﬂs s (92)

se vé€ que a condi¢@o para uma linha ser esférica é
(Ps/T)s +pT=0. (93)

3.11. Sacarrolha usual

Concluimos nosso texto com uma curva reversa muito
popular, a hélice circular com tor¢éo positiva, como o sacar-
rolha usual. Suponhamo-la desenhada em um cilindro circu-
lar com raio R, e seu passo seja p = 27nr. Veja a figura 17.

z

2mr

Figura 17: Sacarrolha usual: hélice circular com raio R e passo
27r, com tor¢do T positiva. O centro C; da curvatura coincide com
o centro C da esfera osculadora, ambos distantes v /R do ponto p

da osculagdo.

Entédo suas equagdes sao
xX(@) =Rcos@, y(¢) =Rsing, z(¢)=ro, (94

e o elemento de linha é ds = vd@, sendo

vi=+vVR24+12. (95)

FM. Paiva and A.F.F. Teixeira

A curvatura e a tor¢do vém das eqgs. (81) e (84), e sdo cons-
tantes:

k=R e t=r/’. (96)
Note que se R >> r (mola muito comprimida) entdo k1 /R
eTR r/Rz; e se R << r (mola muito esticada) entdo K =
R/r* et~ 1/r. E note que T > 0, implicando o sacarrolha
usual ter tor¢@o positiva.
O triedro local tem vetores

f=(R/v)[—sing,cosQ, r/R], 97)
A =[—cos@, —sing, 0], (98)
b= (r/v)[sing, —cos@, R/r]. (99)

Note-se que 7 é inclinado com 4ngulo o = tan~'r/R para
cima com relacdo a horizontal; 71 € horizontal e se dirige para
0 eixo z; b estd no plano que tangencia o cilindro que en-
volve o sacarrolha, e € inclinado com angulo o para trds
com relagdo a vertical. Essas inclina¢des sdo percebidas com
clareza na posi¢ao ¢ = 0.

O centro C; do circulo osculador a um ponto p do sacar-
rolha estd além do eixo, a distancia 1 /x = R(1+r*/R?) de p;
entdo a evoluta (locus dos centros desses circulos) do sacar-
rolha é também um sacarrolha, com raio r2 /R e passo 27r.
O centro C, da esfera osculadora a um ponto p coincide
com o centro C; do correspondente circulo osculador, pois
ps/T =0, jd que T # 0 e, sendo constante a curvatura K, tem-
se ps =0.

O vetor de Darboux,

® =17 +xb = —(rf+Rb),

1%

(100)

tem @, nulo devido a eq. (68), portanto acompanha o movi-
mento do triedro movente.

4. CONCLUSAO

Nesta rapida passagem pelas linhas nos espagos bi- e tridi-
mensional, alguns tépicos menos conhecidos em estudos
preliminares ndo foram comentados, como transformacgdo
de Combescure e curvas de Bertrand, e o estudo das ovais,
que o leitor interessado poderd encontrar na bibliografia
abaixo. Esperamos que vocé ndo tenha encontrado dificul-
dades na compreensdo do nosso texto, e que nos perdde se
em ocasides tenhamos exagerado no nosso anseio de lhe pro-
porcionar leitura fécil.



CBPF-MO-001/17 15

[1] E. Vidal Abascal, Introduccion a la geometria diferencial, Edi- try of curves and surfaces, Dover Publications, Inc., New York
torial Dorsat, S. A., Madrid (1956). (1909, 1960).

[2] Ernest Preston Lane, Metric differential geometry of curves and [4] Dirk J. Struik, Lectures on classical differential geometry, 2"
surfaces, The University of Chicago Press, Chicago & London edition, Addison-Wesley Publishing Company, Inc., Reading &
(1939). London (1950, 1961).

[3] Luther Pfahler Eisenhart, A treatise on the differential geome-



